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Préparation aux Concours (Notes de Cours)

Familles Totales

1 Définition et exemples

Définition : Suite totale

On dit que la suite (e,) zeIv est totale dans I'espace préhilbertien réel (E, (:|-)) lorsque Vect(e,) ,ev est dense dans E,
c’est-a-dire Vect(ey,) ey = E.
Autrement dit, lorsque, pour tout x € E, pour tout € > 0, il existe ay,..., a4z dans R tels que

<€

d
X — Z A€
k=0

ou | - || est la norme euclidienne associée a (-|-).

Exemple : fondamental

On considéere deux réels a et b tels que a < b.
On note w est une fonction continue strictement positive intégrable sur [a, b]. Munissons 6 ([a, b], R) du produit scalaire

b
(f18) :f w®) f(g) dt
a

Alors la famille (¢t — t")neN est totale. Plus généralement, toute famille (e;),en de fonctions polyndmes vérifiant, pour tout n,
deg(ey) = n, est totale.

En effet, la clé est ici le théoréme de Weierstrass. On commence par comparer la norme ||| associée au produit scalaire et la
norme Ny, de la convergence uniforme : notant E = 6 ([a, b],R),

VfeE  IfI<kNeo

[ rb
avec k = f w. Iy a par théoréme de Weierstrass une suite (P;;) d’éléments de Vect((ey;) ,en) qui converge vers f pour Noo. A
a

fortiori il y a convergence pour |.]|.
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2 Caractérisation par les projections orthogonales

Soit (en) nely Une suite d’éléments de I'espace préhilbertien réel (E, (-|-)).
Pour tout n, p, désigne la projection orthogonale sur Vect(ey,...,e,).
Alors, (e;)nelN €St totale si et seulement si pour tout x € E, la suite (pn(x))ndN converge vers X.

Démonstration

Le sens réciproque est immédiat, par définition d’'une suite totale.

Si (en) neN est totale, xe E, € > 0.

On a y € Vect(en) nel tel que ||y —x|| <e.

Soit d tel que y € Vect(ey, ..., e ).

Sin>d, yeVect(ep,...,en) et d(x,Vect(ey,...,en)) = | x— pn(®)|| < | x— y| <&, ce qui permet de conclure.

3 Complément

Exercice : Egalité de Bessel-Parseval

Si (en) nen est orthonormale dans I'espace préhilbertien réel (E,(.)), alors,
+00
VXeE ) (enx)* <lxl?
n=0
et (en) nen est totale si et seulement si

+00 2 2
VXeE ) (en,x)"=lxl
n=0

Linégalité a été vue (inégalité de Bessel). Léquivalence vient de la simple remarque suivante (voir chapitre sur la projection

orthogonale sur un sev de dimension finie) :

n
Ix= P12 = 1x1% = 1pa @12 = 1x1 = Y (ex|x)?
k=0

et de la proposition précédente.

Exercice
Si (en) nen est totale, si F = Vect(ey,) nen, alors FL = {0}

I suffit de dire que, si x € FL, alors py,(x) = 05 pour tout x. Or la suite (p,(x)) converge vers x. ..



