
Exemples de polynômes orthogonaux classiques –

Démonstrations des propriétés –

Denis Vekemans
∗

1 Les polynômes de Legendre

Propriétés

1. On choisit i < j et on obtiendrait par symétrie un résultat analogue lorsque j < i.

∫ 1

−1
Di[(x2 − 1)i]Dj [(x2 − 1)j ]dx

= −
∫ 1

−1
Di+1[(x2 − 1)i]Dj−1[(x2 − 1)j ]dx

+
[
Di[(x2 − 1)i]Dj−1[(x2 − 1)j ]

]1

−1
︸ ︷︷ ︸

=0 car Dk[(x2−1)j ]|{−1,1} =0, ∀k∈{0,1,...,j−1}
= . . .

= (−1)j

∫ 1

−1
Di+j [(x2 − 1)i]D0[(x2 − 1)j ]dx

+
[
Di+j−1[(x2 − 1)i]D0[(x2 − 1)j ]

]1

−1
︸ ︷︷ ︸

=0 car Dk[(x2−1)j ]|{−1,1} =0, ∀k∈{0,1,...,j−1}

= (−1)j

∫ 1

−1
Di+j [(x2 − 1)i]
︸ ︷︷ ︸

=0 car si i<j, Di+j [(x2−1)i]dx=0

(x2 − 1)jdx

= 0

Un calcul explicite de Pn à l’aide de la formule de Leibniz fournit :

Pn(x) =
1

2nn!

n∑

j=0

Cj
n

n!

(n − j)!
(x − 1)n−j n!

j!
(x + 1)j

=
1

2n

n∑

j=0

(
Cj

n

)2
(x − 1)n−j(x + 1)j

Et, il s’ensuit que Pn(1) = 1.

2. Voir plus haut.
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3. On a Pn(x) = 1
2n

∑n
j=0

(

C
j
n

)2
(x − 1)n−j(x + 1)j , d’où on déduit

Pn(
1 + x

1 − x
)

=
1

2n

n∑

j=0

(
Cj

n

)2
(

2x

1 − x
)n−j(

2

1 − x
)j

=
1

(1 − x)n

n∑

j=0

(
Cj

n

)2
xn−j .

4. Immédiat car Wn tel que Wn(x) = (x2 − 1)n est un polynôme pair, ce qui induit que Pn, qui est le

polynôme dérivé n fois de Wn, est un polynôme de même parité que n.

5. P ′
n =

∑n−1
j=0 bjPj où bj ∈ R, car Pj est de degré j. On déduit donc

∫ 1

−1
P ′

n(x)Pj(x)dx = bj

∫ 1

−1
P 2

j (x)dx.

Par ailleurs,
∫ 1

−1
P ′

n(x)Pj(x)dx

= −
∫ 1

−1
Pn(x)P ′

j(x)dx

︸ ︷︷ ︸

=0 car degP ′
j< n

+ [Pn(x)Pj(x)]1−1
︸ ︷︷ ︸

=1−(−1)n+j car Pn est de la parité de n et que Pn(1)=1

6. P0(x) = 1 car P0 est de degré 0 et tel que P0(1) = 1.

P1(x) = x car P1 est de degré 1, impair et tel que P1(1) = 1.

On a encore

Pn+1(x) = (Bn + xAn)Pn(x) + CnPn−1(x).

En effet, on peut écrire Pn+1(x) = (Bn +xAn)Pn(x)+CnPn−1(x)+
∑n−2

j=0 ajPj(x), ce qui implique que

∫ 1

−1
Pn+1(x)Pk(x)dx =

∫ 1

−1
(Bn + xAn)Pn(x)Pk(x)dx

+Cn

∫ 1

−1
Pn−1(x)Pk(x)dx

+
n−2∑

j=0

aj

∫ 1

−1
Pj(x)Pk(x)dx,

et, pour k ∈ {0, 1, . . . , n − 2}, cela fournit ak

∫ 1
−1 P 2

k (x)dx = 0 puis ak = 0 car
∫ 1
−1 P 2

k (x)dx 6= 0.

Recherche de An

Soit an le coefficient du terme de plus haut degré de Pn.

anxn =
1

2nn!
Dn[x2n]

=
1

2nn!

(2n)!

n!
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Or, An = an+1

an
, donc An = 2n+1

n+1 .

Recherche de Bn

Bn = 0 car Pn est de même parité que n.

Recherche de Cn

On a Pn(1) = 1, ∀n ∈ N. Donc, 1 = An + Cn. Puis, Cn = −n
n+1 .

7. D’après la relation de récurrence à trois termes, on obtient

0 = (n + 1)

∫ 1

−1
Pn+1(x)Pn−1(x)dx

︸ ︷︷ ︸

=0

−(2n + 1)

∫ 1

−1
xPn(x)Pn−1(x)dx + n

∫ 1

−1
P 2

n−1(x)dx.

0 = (n + 1)

∫ 1

−1
Pn+1(x)Pn(x)dx

︸ ︷︷ ︸

=0

−(2n + 1)

∫ 1

−1
xP 2

n(x)dx + n

∫ 1

−1
Pn−1(x)Pn(x)dx

︸ ︷︷ ︸

=0

.

0 = (n + 1)

∫ 1

−1
P 2

n+1(x)dx

−(2n + 1)

∫ 1

−1
xPn(x)Pn+1(x)dx + n

∫ 1

−1
Pn−1(x)Pn+1(x)dx

︸ ︷︷ ︸

=0

.

De la troisième égalité, on déduit

n

∫ 1

−1
P 2

n(x)dx − (2n − 1)

∫ 1

−1
xPn−1(x)Pn(x)dx = 0.

De la première égalité,

−(2n + 1)

∫ 1

−1
xPn(x)Pn−1(x)dx + n

∫ 1

−1
P 2

n−1(x)dx = 0.

Ainsi,
∫ 1

−1
P 2

n(x)dx =
2n − 1

2n + 1

∫ 1

−1
P 2

n−1(x)dx = 0.

Par récurrence, il vient
∫ 1

−1
P 2

n(x)dx =
1

2n + 1

∫ 1

−1
P 2

0 (x)dx

︸ ︷︷ ︸

=2

=
2

2n + 1
.

8. Soit Gn(z) =
∑

n≥0 Pn(x)zn.
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En dérivant,

G′
n(z) =

∑

n≥1

nPn(x)zn−1

=
∑

n≥0

(n + 1)Pn+1(x)zn

=
∑

n≥0

((2n + 1)xPn(x) − nPn−1(x)) zn

= x
∑

n≥0

(2n + 1)Pn(x)zn −
∑

n≥1

nPn−1(x)zn.

Par ailleurs,

−2xzG′
n(z) = −2x

∑

n≥1

nPn(x)zn,

z2G′
n(z) =

∑

n≥2

(n − 1)Pn−1(x)zn,

zGn(z) =
∑

n≥1

Pn−1(x)zn,

et,

−xGn(z) = −x
∑

n≥0

Pn(x)zn.

Il s’ensuit

(1 − 2xz + z2)G′
n(z)

= x
∑

n≥0

(2n + 1)Pn(x)zn −
∑

n≥1

nPn−1(x)zn

−2x
∑

n≥1

nPn(x)zn +
∑

n≥2

(n − 1)Pn−1(x)zn

= x
∑

n≥0

Pn(x)zn − P0(x)z −
∑

n≥2

Pn−1(x)zn

= x
∑

n≥0

Pn(x)zn −
∑

n≥1

Pn−1(x)zn

= (x − z)Gn(z)

La résolution de l’équation différentielle

G′
n(z)

Gn(z)
=

x − z

1 − 2xz + z2

=
−u′(z)

2u(z)
,

avec u(z) = 1 − 2xz + z2.

Puis,

Gn(z) =
a√

1 − 2xz + z2
.

Or, Pn(1) = 1, donc, lorsque x = 1, Gn(z) = 1
1−z

, ce qui donne a = 1.
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Pour conclure,

Gn(z) =
1√

1 − 2xz + z2
.

2 Les polynômes de Tchébychev de première et seconde espèce

Propriétés

1. La formule trigonométrique

cos p + cos q = 2 cos(
p − q

2
) cos(

p + q

2
)

avec p = (n + 1)Θ et q = (n − 1)Θ fournit immédiatement le résultat.

2. Une récurrence simple depuis la formule de récurrence à trois termes induit que les fonctions Tn sont

des fonctions polynômes.

3.
dTn(x)

dx
=

dTn(x)

dΘ dx
dΘ

= n
sin(nΘ)

sinΘ
.

4. Les fonctions Un sont des fonctions polynômes comme dérivées de fonctions polynômes.

5.

∫ 1

−1
Tn(x)Tm(x)

dx√
1 − x2

= −
∫ 0

π

cos(nΘ) cos(mΘ)dΘ avec Θ = arccosx

=

∫ π

0

1

2
(cos((n + m)Θ) + cos((n − m)Θ)) dΘ

= 0 car n 6= m

6.

∫ 1

−1
T 2

n(x)
dx√

1 − x2

=

∫ π

0

1

2
(cos((2n)Θ) + cos((0)Θ)) dΘ (voir ci − haut)

=

∫ π

0

1

2
dΘ

=
π

2

7. Soit

Zn(x) =
1

2

[

(x +
√

x2 − 1)n + (x −
√

x2 − 1)n
]

,

pour x ∈ ] −∞,−1]
⋃

[1,∞[.

On a Z0(x) = 1 et Z1(x) = x.
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De plus,

Zn−1(x) + Zn+1(x)

=
1

2




(x +

√
x2 − 1)n

(

x +
√

x2 − 1 + 1
x+

√
x2−1

)

+(x −
√

x2 − 1)n
(

x −
√

x2 − 1 + 1
x−

√
x2−1

)





=
1

2




(x +

√
x2 − 1)n

(

x +
√

x2 − 1 + x−
√

x2−1
1

)

+(x −
√

x2 − 1)n
(

x −
√

x2 − 1 + x+
√

x2−1
1

)





= 2x
1

2

[

(x +
√

x2 − 1)n + (x −
√

x2 − 1)n
]

= 2xZn(x)

Ainsi, les fonctions Zn vérifient la même relation de récurrence à trois termes que les Tn, ce qui implique

Zn = Tn, ∀n ∈ N.

8. C’est immédiat par une récurrence simple depuis la formule de récurrence à trois termes.

9. On a

Tn(x) = cos(narccosx) ;

T ′
n(x) = sin(narccosx)

n√
1 − x2

;

et

T ′′
n (x) = cos(narccosx)

−n2

1 − x2
+ sin(narccosx)

nx√
1 − x2(1 − x2)

.

Et, le résultat découle directement.
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10. Soit k < n,

∫ 1

−1
Wn(x)xk dx√

1 − x2

=

∫ 1

−1
Dn

[
(1 − x2)n

√
1 − x2

]

xkdx

= −
∫ 1

−1
Dn−1

[
(1 − x2)n

√
1 − x2

]

(kxk−1)dx

+

[

Dn−1

[
(1 − x2)n

√
1 − x2

]

xk

]1

−1
︸ ︷︷ ︸

=0 car Dq

»

(1−x2)n√
1−x2

–

|{−1,1} =0, ∀q∈{0,1,...,n−1}

= . . .

= (−1)k

∫ 1

−1
Dn−k

[
(1 − x2)n

√
1 − x2

]

(k!)dx

+(−1)k−1

[

Dn−k

[
(1 − x2)n

√
1 − x2

]

(k!x)

]1

−1
︸ ︷︷ ︸

=0 car Dq

»

(1−x2)n√
1−x2

–

|{−1,1} =0, ∀q∈{0,1,...,n−1}

= (−1)kk!

∫ 1

−1
Dn−k

[
(1 − x2)n

√
1 − x2

]

dx

= (−1)kk!

[

Dn−k−1

[
(1 − x2)n

√
1 − x2

]]1

−1
︸ ︷︷ ︸

=0 car Dq

»

(1−x2)n√
1−x2

–

|{−1,1} =0, ∀q∈{0,1,...,n−1}

= 0.

Donc, pour tout polynôme p de degré strictement inférieur à n,

∫ 1

−1
Wn(x)p(x)

dx√
1 − x2

= 0.

En particulier, pour p(x) = Wk(x) où k < n car il est évident que Wk est un polynôme.

Ainsi, les polynômes Wn sont orthogonaux pour le même produit scalaire que les polynômes Tn. Il

s’ensuit que ces polynômes sont proportionnels.

3 Les polynômes de Laguerre

Propriétés

1. Après avoir dérivé deux fois Lα
n(x) = xn+an−1x

n−1+. . .+a1x+a0, le calcul de xy′′+(α+1−x)y′+ny = 0

nous donne 





na0 + (α + 1)a1 = 0, (terme constant)

k(k + 1)ak+1 − kak + (α + 1)(k + 1)ak+1 + nak = 0,

(terme en xk, pourk variant de 1 à n − 1et avec an = 1)

−nan + nan = 0, (terme dominant)
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Ainsi,
ak+1

ak

=
k − n

(k + 1)(α + k + 1)
, ∀k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.

Comme an = 1 et ak = (k+1)(α+k+1)
k−n

ak+1, ∀k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, on déduit

ak =
[(k + 1)(k + 2) . . . (n)][(α + k + 1)(α + k + 2) . . . (α + n)]

(k − n)(k + 1 − n) . . . (n − 1 − n)
,

∀k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}

= (−1)n−kCk
n[(α + k + 1)(α + k + 2) . . . (α + n)],

∀k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}

= Ck
n(−1)n−k Γ(α + n + 1)

Γ(α + k + 1)

2. Il est évident que Lα
0 (x) = 1 et Lα

1 (x) = x − (α + 1).

Comme le polynôme Lα
n est unitaire et de degré n, on a :

Lα
n+1(x) = xLα

n(x) + AnLα
n(x) + BnLα

n−1(x) +
n−2∑

k=0

Lk(x)bk

où les (bk)k∈{0,1,...,n−2}, An et Bn sont déterminés de façon unique. On pose

Lα
n(x) =

n∑

k=0

a
(n)
k xk,

avec a
(n)
k = (−1)n−kCk

n[(α + k + 1)(α + k + 2) . . . (α + n)], ∀k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} et a
(n)
n = 1.

On déduit en remplaçant dans l’égalité précédente que

n+1∑

k=0

a
(n+1)
k xk =

n∑

k=0

a
(n)
k xk+1 + An

n∑

k=0

a
(n)
k xk

+Bn

n−1∑

k=0

a
(n−1)
k xk +

n−2∑

l=0

bl

l∑

k=0

a
(l)
k xk.

Recherche de An

Le terme en xn de la précédente égalité donne

0 = −a(n+1)
n + Ana(n)

n + a
(n)
n−1

⇐⇒ 0 = (n + 1)(α + n + 1) + An − n(α + 1)

⇐⇒ An = −α − 2n − 1.

Recherche de Bn

Le terme en xn−1 de la précédente égalité donne

0 = −a
(n+1)
n−1 + Ana

(n)
n−1 + a

(n)
n−2 + Bna

(n−1)
n−1
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⇐⇒ 0 = −n(n + 1)(α + n)(α + n + 1)

2
− (−α − 2n − 1)(n)(α + n)

+
(n − 1)n(α + n − 1)(α + n)

2
+ Bn

⇐⇒ Bn = −n(α + n).

Recherche des bk

On montre de façon directe que bk = 0, pour k ∈ {0, 1, n − 2}.
Le terme en xk de la précédente égalité donne, pour k ∈ {1, 2, n − 2},

0 = −a
(n+1)
k + Ana

(n)
k + a

(n)
k−1 + Bna

(n−1)
k + bk

⇐⇒ 0 = Ck
n+1[(α + k + 1)(α + k + 2) . . . (α + n + 1)]

+(−α − 2n − 1)Ck
n[(α + k + 1)(α + k + 2) . . . (α + n)]

−Ck−1
n [(α + k)(α + k + 1) . . . (α + n)]

−(−n(α + n))Ck
n−1[(α + k + 1)(α + k + 2) . . . (α + n − 1)] + bk

⇐⇒ 0 = Ck
n[(α + k + 1)(α + k + 2) . . . (α + n)]

{
n+1

n+1−k
(α + n + 1) − (α + 2n + 1)

− k
n+1−k

(α + k) + (n − k)

}

+ bk.

⇐⇒ bk = 0.

Le terme constant de la précédente égalité donne

0 = −a
(n+1)
0 + Ana

(n)
0 + Bna

(n−1)
0 + b0

⇐⇒ 0 = C0
n+1[(α + 1)(α + 2) . . . (α + n + 1)]

+(−α − 2n − 1)C0
n[(α + 1)(α + 2) . . . (α + n)]

−(−n(α + n))C0
n−1[(α + 1)(α + 2) . . . (α + n − 1)] + b0

⇐⇒ 0 = [(α + 1)(α + 2) . . . (α + n)]

{(α + n + 1) − (α + 2n + 1) + (n)} + b0.

⇐⇒ b0 = 0.

3. Par définition,

xL′′
n

α(x) + (α + 1 − x)L′
n

α(x) + nLα
n(x) = 0.

Calcul de D [xL′
n

α(x)xαe−x]

D
[
L′

n
α(x)xα+1e−x

]
= L′′

n
α(x)xα+1e−x + (α + 1)L′

n
α(x)xαe−x

−L′
n

α(x)xα+1e−x

= xαe−x




xL′′

n
α(x) + (α + 1 − x)L′

n
α(x)

︸ ︷︷ ︸

=−nLα
n(x)
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Ainsi,

D
[
L′

n
α(x)xα+1e−x

]
= xαe−x(−nLα

n(x))

et

D
[
L′

m
α(x)xα+1e−x

]
= xαe−x(−mLα

m(x)).

On a

D
[
Lα

m(x)L′
n

α(x)xα+1e−x
]

= L′
m

α(x)L′
n

α(x)xα+1e−x + Lα
m(x)L′′

n
α(x)xα+1e−x

+ (α + 1)Lα
m(x)L′

n
α(x)xαe−x − Lα

m(x)L′
n

α(x)xα+1e−x

= Lα
m(x)xαe−x

[
(α + 1 − x)L′

n
α(x) + xL′′

n
α(x)

]

+xα+1e−xL′
m

α(x)L′
n

α(x)

= Lα
m(x)xαe−x [−nLα

n(x)] + xα+1e−xL′
m

α(x)L′
n

α(x)

Donc

D
[
(Lα

m(x)L′
n

α(x) − L′
m

α(x)Lα
n(x))xα+1e−x

]

= Lα
m(x)xαe−x [−nLα

n(x)] − Lα
n(x)xαe−x [−mLα

m(x)]

= (m − n)xαe−xLα
n(x)Lα

m(x)

= Lα
m(x)D

[
L′

n
α(x)xα+1e−x

]
− Lα

n(x)D
[
L′

m
α(x)xα+1e−x

]

Ensuite,

(m − n)

∫ ∞

0
Lα

m(x)Lα
n(x)xαe−xdx

=
[
(Lα

m(x)L′
n

α(x) − L′
m

α(x)Lα
n(x))xα+1e−x

]∞
0

= 0.

Ce qui donne
∫ ∞
0 Lα

m(x)Lα
n(x)xαe−xdx = 0 si n 6= m.

4. Depuis la formule de récurrence à trois termes, on tire

∫ ∞

0
Lα

n+1(x)Lα
n+1(x)xαe−xdx

=

∫ ∞

0
xLα

n(x)Lα
n+1(x)xαe−xdx, ∀n ≥ 0

car la formule de récurrence à trois termes peut être étendue au cas n = 0 en convenant Lα
−1(x) = 0,

et,

∫ ∞

0
xLα

n(x)Lα
n−1(x)xαe−xdx

= n(α + n)

∫ ∞

0
Lα

n−1(x)Lα
n−1(x)xαe−xdx, ∀n ≥ 1.
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On déduit alors
∫ ∞

0
Lα

n(x)Lα
n(x)xαe−xdx

= n(α + n)

∫ ∞

0
Lα

n−1(x)Lα
n−1(x)xαe−xdx, ∀n ≥ 1.

Puis, par une récurrence simple,
∫ ∞

0
Lα

n(x)Lα
n(x)xαe−xdx

= n!(α + 1)(α + 2) . . . (α + n)
︸ ︷︷ ︸

=
Γ(α+n+1)

Γ(α+1)

∫ ∞

0
Lα

0 (x)Lα
0 (x)xαe−xdx

︸ ︷︷ ︸

=Γ(α+1)

.

Le résultat ∫ ∞

0
(Lα

n)2 (x)e−xdx = n!Γ(α + n + 1),

est alors immédiat.

4 Les polynômes d’Hermite

Propriétés

1. On montre ce résultat par récurrence sur n.

Pour w = 0, H0(x) = e2x0−02
= 1 et est un polynôme de degré 0.

dG(x, w)

dx
= 2we2xw−w2

=
∑

n≥0

wn

n!
H ′

n(x) =
∑

n≥1

wn

n!
H ′

n(x).

Et, d’autre part,

2we2xw−w2
=

∑

n≥0

2wn+1

n!
Hn(x) =

∑

n≥1

2wn

(n − 1)!
Hn−1(x).

Ainsi, en identifiant les termes en wn, on obtient

2nHn−1(x) = H ′
n(x).

Et, par une récurrence simple, Hn est un polynôme de degré n.

2. Immédiat (voir ci-haut).

3.
∫ ∞

−∞
G(x, w)G(x,w)e−x2

dx

=

∫ ∞

−∞
e2xw−w2+2xw−w2−x2

dx

= e2ww

∫ ∞

−∞
e−(x−w−w)2dx

= e2ww

∫ ∞

−∞
e−(u)2dx avec u = x − w − w

=
√

πe2ww
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4. La précédente propriété donne
∫ ∞

−∞

∑

m≥0

wm

m!
Hm(x)

∑

n≥0

wn

n!
Hn(x)e−x2

dx =
√

πe2ww.

Ainsi

∑

n≥0




∑

m≥0

wm

n!m!

∫ ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−x2

dx



wn =
√

πe2ww

=
√

π
∑

n≥0

(
2n

n!
wn

)

wn.

En poursuivant,
∑

m≥0

wm

m!

∫ ∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e−x2

dx =
√

π2nwn.

Ainsi, si n 6= m,
∫ ∞
−∞ Hn(x)Hm(x)e−x2

dx = 0 et
∫ ∞
−∞ H2

n(x)e−x2
dx =

√
π2nn!.

5. Immédiat (voir ci-haut).

6.

dG(x, w)

dw
= 2(x − w)e2xw−w2

=
∑

n≥0

nwn−1

n!
Hn(x)

=
∑

n≥1

nwn−1

n!
Hn(x)

=
∑

n≥0

wn

n!
Hn+1(x).

Et, d’autre part,

2(x − w)e2xw−w2
=

∑

n≥0

2xwn

n!
Hn(x) −

∑

n≥0

2wn+1

n!
Hn(x)

=
∑

n≥0

2xwn

n!
Hn(x) −

∑

n≥1

2wn

(n − 1)!
Hn−1(x).

D’où,

Hn+1(x) − 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0

pour n ≥ 1 avec H0(x) = 1 et H1(x) = 2xH0(x) = 2x.

7. Par récurrence.

H0(x) = (−1)0ex2
D0[e−x2

] = 1.

H1(x) = (−1)1ex2
D1[e−x2

] = 2x.

Si

Hn(x) = (−1)nex2
Dn[e−x2

],
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alors

H ′
n(x)

︸ ︷︷ ︸

=2nHn−1(x)

= (−1)n2xex2
Dn[e−x2

] + (−1)nex2
Dn+1[e−x2

].

Or

Hn+1(x) − 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0

pour n ≥ 1, donc

Hn+1(x) = (−1)n+1ex2
Dn+1[e−x2

].

8. H0 satisfait l’équation différentielle

y′′ − 2xy′ = 0.

H1 satisfait l’équation différentielle

y′′ − 2xy′ + 2y = 0.

On a

Hn+1(x) − 2xHn(x) + 2nHn−1(x)
︸ ︷︷ ︸

=H′
n(x)

= 0

pour n ≥ 1.

Donc

H ′
n+1(x)

︸ ︷︷ ︸

=2(n+1)Hn(x)

− 2xH ′
n(x) − 2Hn(x) + H ′′

n(x) = 0

pour n ≥ 1.

Donc,

H ′′
n(x) − 2xH ′

n(x) + 2nHn(x) = 0

pour n ≥ 1.
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