FExemples de polynémes orthogonaux classiques —

Démonstrations des propriétés —

Denis Vekemans *

1 Les polynéomes de Legendre

Propriétés

1. On choisit ¢ < j et on obtiendrait par symétrie un résultat analogue lorsque j < 3.
/ Di[(z? — 1)'|D7[(z* — 1)/]dz
-1

_ /_1 D (2? — 1)]D7 (a2 — 1)]da

+ [Dil@? - 11D — 1))

=0 car Dk[(zz—l)j”{_l’l} =0, Vke{0,1,...,j—1}

= (1) / D = 1)]D%(a? ~ 1) o

+ [DiJrjfl[(xZ _ 1)1’]D0[(x2 o l)j]]l_l

=0 car Dk[(x271)1]|{_1,1} =0, Vke{0,1,...,j—1}

1

- [ pHE Y] e

_ —_———
' =0 car si i<j, D"tJ[(x2—1)%]dz=0

=0

Un calcul explicite de P, a l'aide de la formule de Leibniz fournit :

P, = J —_1niz 1)
@ = L GGy VTR

1 & 9 i A

= on (C2) (@ —1)" I (x + 1)

=0
Et, il s’ensuit que P, (1) = 1.

2. Voir plus haut.
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N\ 2 . .
3. Ona Py(z) = 5~ > o (Cq%) (x —1)" (x4 1)?, d’ott on déduit

1+zx
1—=z
n

Pa( )

2z
1—z

1 2 2
j
n = (Cn) ( 1—=x

)" )

1 1 9 A
= —_— C.]) mn_].
—n 2 (G
(1o 2
4. Immédiat car W, tel que W,,(z) = (2 — 1)" est un polyndéme pair, ce qui induit que P,, qui est le
polynéme dérivé n fois de W,,, est un polynéme de méme parité que n.

5. P = E?:_ol bjP; ot b; € R, car P; est de degré j. On déduit donc

/P’( dx_b/ Pi(x

1
/ Pl () Pj(2)dz

/P )Pj(x

=0 car degP’< n

1
+ [Pn(2) P (2)]_,
~—_— ———
=1—(—1)"*tJ car P, est de la parité de n et que P,(1)=1

Par ailleurs,

6. Py(z) =1 car Py est de degré 0 et tel que Py(1) = 1.
Py (z) = x car P; est de degré 1, impair et tel que P;(1) = 1.
On a encore

Poi1(z) = (Bp + 24,)Py(z) + Cp Pr—1(x).

En effet, on peut écrire Pp41(z) = (Bp+xApn)Po(2) +Cp P (z )+Z] — ajP;(x), ce qui implique que

1 1
| Par@P@is = [ (Bu+ea)Pula)Pula)ds

-1

1
+C, /_ Pua(o)Pufa)da
n—2 1
+§aj/_1pj($)Pk($)dx,

et, pour k € {0,1,...,n — 2}, cela fournit ay, fil PZ(x)dx = 0 puis a = 0 car fil P2(x)dx # 0.
Recherche de A,
Soit a, le coefficient du terme de plus haut degré de P,.

1
apz” = ﬁD"[x
1 (2n)!

2np! nl

Qn}
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Or, A, = “2=, donc A, = 27’;:“11.
Recherche de B,
B, = 0 car P, est de méme parité que n.

Recherche de C,

On a P,(1) =1, ¥n € N. Donc, 1 = A, + C,. Puis, C, = .75

7. D’aprés la relation de récurrence a trois termes, on obtient

0::(n+U/iRHﬂ@R%mwM
~;

1 1
—(2n+1) / xPp(x)Py—1(z)dz +n /1 P2 (2)dz.

-1

1
0 = (n—{—l)/_anH(x)Pn(x)dx

1 1
—(2n+1) /_1 xP2(x)dx + n/_l P,_1(x)P,(x)dx.

=0

1
0 = (1) [ Pl

1

1
—(2n+ 1)/ 2Py () Pyyr(z)dx + n/ Py_1(z)Pps1(z)dz.

-1 -1

De la troisiéme égalité, on déduit

1 1
n/ P%(x)dz — (2n — 1)/ xP,_1(x)P,(z)dz = 0.
—1 -1

De la premiére égalité,

Ainsi,

Par récurrence, il vient

8. Soit Gn(2) = 3,50 Pul®)2".
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En dérivant,

Par ailleurs,

et,

Il s’ensuit

(2)

= Z nP,(z)z"!

n>1

= Z(n + 1) Py (z)2"

n>0
= ) (@n+DaPy(x) = nPy(x)) 2"

n>0

= :I:Z(2n + 1) P, (x)z" — ZnPn_l(:L')z".

n>0 n>1

—222Gl,(2) = =2z Z nP,(x)z",

n>1
222G (2) = Z(n — 1) P—1(x)2",
n>2
2Gn(z) = Z P,_1(z)z",
n>1

—2Gn(z) = —x Z P, (x)z".

n>0

(1 -2z + 2%)Gl(2)
x Z(Zn + 1) P, (x)z" — Z nP,_1(x)z"

n>0 n>1
2z ; nP,(z)2" + Z:Z(n —1)Pp_q(2)2"
z ;) ]_Dn(a?)z” — Po(:x); - 2;2 P,_1(z)2"
T z_: Po(2)2" =Y Paa (:c;z"
(acnioz)Gn(z) =

La résolution de I’équation différentielle

avec u(z) = 1 — 2xz + 22,

Puis,

G (2) _ T —z
Gn(z) 1—2zz+ 22
—u'(2)
2u(z)’
Gn(z) = a

V1—2xz+ 22

Or, P,(1) = 1, donc, lorsque x = 1, G,,(2) = %, ce qui donne a = 1.

1—2z7
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Pour conclure,
1

Gn(2) = .
() V1—2xz+ 22

2 Les polynomes de Tchébychev de premiére et seconde espéce

Propriétés
1. La formule trigonométrique

p—4q

p+q)
2

cos p + cos ¢ = 2 cos( 5

) cos(

avec p = (n+1)O et ¢ = (n — 1)© fournit immédiatement le résultat.

2. Une récurrence simple depuis la formule de récurrence a trois termes induit que les fonctions 7, sont

des fonctions polyndémes.

dT(z) dT,(z)  sin(n®©)

dx d@fi% " sin®

4. Les fonctions U, sont des fonctions polynéomes comme dérivées de fonctions polynomes.

5.
1 dx
/ R
= — /0 cos(nO) cos(mO)dO avec © = arccosx
_ /7r % (cos((n + m)©) + cos((n — m)©)) dO
0
= Ocarn#m
6.
L dx
| e
_ / i % (cos((2n)©) + cos((0)©)) dO (voir ci — haut)
0
1
_ /0 510
. T
T2
7. Soit

Zo(@) = + [+ V=D + (@~ Va2 - 1)),

2
pour z € ]—oo,—l]U[l,oo[.

On a Zy(x) =1et Z1(z) = x.
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De plus,

Zn—1(%) + Zns1(2)
L[ Va D (o VT T )
2| H(x—VaZ-1)" (m—\/xQ—l—i—ﬁ m)

1| @ Va =D (o Ve ST e

2| +(@— Va2 1) (w —Vz2 -1+ va—l)

= 2 (@4 Ve D"+ @ - Va2 1))

= 2xZ,(x)

Ainsi, les fonctions Z,, vérifient la méme relation de récurrence a trois termes que les T;,, ce qui implique
Zyn="1T,, Yn eN.

8. C’est immédiat par une récurrence simple depuis la formule de récurrence a trois termes.

9. On a
T,.(z) = cos(narccosz) ;
n
T' (x) = sin(narccosz) ———— ;
(o) = snnareeosr) "
et
—n? nx

T (x) = cos(narccosr) 0 + sin(narccosz)

— 2

VI—a2(1—22)

Et, le résultat découle directement.
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10. Soit k < n,
! dx

/11 nl i—:):2
Y
_ /11 prt [1 1__9”932 } (kz* V) do
N e

=0 car Dq{mh{ 1,13 =0, Yqe{0,1,....n—1}

= (~1)"! [D”_k‘l [(1 — x2)”” 1_1

=0 car Dq[(i/ri}h 1,1} =0, Vg€{0,1,...,n—1}

= 0.

Donc, pour tout polynéme p de degré strictement inférieur a n,

/ W o _y,
1—x2

En particulier, pour p(z) = Wi(x) ot k < n car il est évident que Wy, est un polynome.
Ainsi, les polynémes W,, sont orthogonaux pour le méme produit scalaire que les polynémes T,,. 1

s’ensuit que ces polyndmes sont proportionnels.

3 Les polynomes de Laguerre

Propriétés

1. Aprés avoir dérivé deux fois LY (z) = 2™ +a,_12" 1+. . .+ayz+ag, le calcul de 2y +(a+1—x)y'+ny = 0

nous donne
nag + (a+ 1)a; = 0, (terme constant)

k(k+ Dagyr — kag + (a+ 1)(k + 1)ag1 + nag =0,
(terme en z¥, pourk variant de 1 & n — let avec a, = 1)

—nay + na, = 0, (terme dominant)
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Ainsi,
G+ 1 k—mn
- ke {0,1,...,n—1).
an  (k+D(a+k+1) { n—1}
Comme a, =1 et a = %akH,l, Vk € {0,1,...,n— 1}, on déduit

(E+1)(k+2)...(n)][(a+Ek+1)(a+k+2)...(a+n)]
(k—n)(k+1—-n)...(n—1—n) ’
vk e {0,1,....n—1}

= (—)"*CE(a+k+1)(a+k+2)...(a+n),

Vk e {0,1,...,n—1}
nkllatn+1)
Ma+k+1)

ar =

= Ch-D)

2. Il est évident que L§(x) =1 et LY (z) =z — (a+ 1).

Comme le polynome LS est unitaire et de degré n, on a :

n—2

Loy () = 2L (z) + AnLS(2) + Bo LSy (2) + > LF ()b,

k=0

ott les (br)refo,1,....n—2}> An €t By sont déterminés de fagon unique. On pose
n
Ly (z) = Za,&n)xk,
k=0

avec a,(cn) = ()" *C(a+k+1)(a+k+2)...(a+n)], Vke{0,1,...,n— 1} et al” = 1.

On déduit en remplagant dans 1’égalité précédente que

n+1

Zaén—f—l)xk _ Zaén)kaJrAnZa;(cn)xk
k=0 k=0 k=0

n—1 n—2 l
+B, Z a,(cn_l)xk + Z b; a,gl)mk.
k=0 =0 k=0
Recherche de A,

Le terme en x™ de la précédente égalité donne

0=—a™ + 4,0 + o™,

—0=Mn+1)(a+n+1)+ A, —n(a+1)
<— A, =—a—2n-—1.

Recherche de B,

Le terme en 2" ! de la précédente égalité donne

0= —aglnfll) + Ana(n)

not + o™, 4+ Bnagn__ll)

n—2

*8/13* MATHEMATIQUES



PLC1 Exemples de polyndmes orthogonaux classiques — Démonstrations des propriétés — 2006

n(n+1)(a+n)(a+n+1)
2
(n—1)n(a+n—1)(a+n)

+ ; + By,

<= B, = —n(a+n).

= 0=-— —(—a—=2n-1)(n)(a+n)

Recherche des by,
On montre de fagon directe que by = 0, pour k € {0,1,n — 2}.

Le terme en z* de la précédente égalité donne, pour k € {1,2,n — 2},

0=—ay""" + Aual” + al”, + Bual" ™ + by

= 0=Cr [(a+k+1)(a+k+2)...(a+n+1)

+(—a—2n—-1DC(a+k+1)(a+Ek+2)...(a+n)]
~CF(a+ k) (a+k+1)... (a+n)
—(—n(a+n)C* [(a+k+1D)(a+k+2)...(a+n—1)]+b

— 0=CMa+k+1)(a+k+2)...(a+n)

n+1l 1) — 9 1
{ "“_k(ak+n+ ) — (a+2n+1) }Mk_
—mmiwle+ k) + (n—Fk)

<— b, = 0.
Le terme constant de la précédente égalité donne

0= —a(()nH) + Anaén) + Bna(()n_l) + bg

= 0=CY [(a+1)(a+2)...(a+n+1)
+(—a—2n—1)C%(a+1)(a+2)...(a+n)
—(—n(a+ n))C'g_l[(oz +1D)(a+2)...(a+n—1)]+ by

— 0=[a+1)(a+2)...(a+n)]
{la+n+1)—(a+2n+1)+ (n)} + bo.
<= by =0.
3. Par définition,
rL!(z) + (a+1—2)L),*(x) + nL%(z) = 0.
Calcul de D [zL] *(x)z%e "]
D[L,*(z)z*te ] = LI*x)z*Me ™ + (a+ 1)L, *(z)z% "

—L “(z)z" e

= 2% " |zL!'*(x) + (a + 1 —x)L,“(z)

=—nLg ()
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Ainsi,
D [L;La(x)xo‘ﬂe*x] =z% *(—nLy(x))
et

D[L,,*(x)z* e "] = 2% *(—mL% (x)).

D [L%(x)L/na(x)xo‘He_x]
= 0L ) e L () L ()2 e
b (a+ DIZ @)L, (@)% — L8, (0) L0 (@)a™ e
= Ly (x)z% " [(a+1—2)L,%(z) + zL]*(2)]

a2t lem L) ()L *(x)

= Ly (x)z%e " [-nLy(x)] + e "L, % () L), ()
Donc

D [(Lgy () Ly, () — Ly, (@) Ly (x))z* e ™"
= Ly (z)z%e " [-nLly(z)] — Ly (x)z%e™™ [-m Ly, (z)]
= (m—mn)x®e *L5(x)Ly, ()

= Ly (x)D [L;La(@xaﬂe*x] — Ly (z)D [L;na(x)xwrle*z]
Ensuite,
(m — n)/ Ly (z) Ly (x)x“e *dx
0

= [(Lo (@)% (x) = Ly, () Ly (2)) 2T e ]
= 0.

0o
0

Ce qui donne [~ L% (z) L% (z)z“e *dx = 0 si n # m.

4. Depuis la formule de récurrence a trois termes, on tire
(0.9]
| @i, @ate s
0
oo
= / xLy(x) Ly i (x)x“e  dx, Vn >0
0

car la formule de récurrence a trois termes peut étre étendue au cas n = 0 en convenant L, (z) = 0,

et,
[e.e]
/ xLo(x) LS (z)x%e *dx
0

= n(a+ n)/ o (@)L (x)x%e Tdx, Yn > 1.
0
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On déduit alors

LY (z) Ly (x)x“e *dx

S—

= n(a+n)/ o _(x)Lo_i(x)z%e *dx, ¥Yn > 1.
0

Puis, par une récurrence simple,

/ Lo (z) Ly (x)x“e *dx
0

= nlla+1)(a+2)...(a+ n)/ooo Lg(x)Lg(x)x“e *dx.

I'(a+n+1)
INCESY) =I'(a+1)

Le résultat -
/ (L)? (x)e %dz = nIT(a + n+1),
0

est alors immeédiat.

4 Les polynomes d’Hermite

Propriétés
1. On montre ce résultat par récurrence sur n.

Pour w =0, Hy(z) = 270-0% — 1 et est un polynéme de degré 0.

dG(z,w) 2w —w? w™ w”
0 = 2we :Z—H (x):Z—Hn(ac)

Et, d’autre part,

o 2"+ 2w

n>0 ’ n>1

Ainsi, en identifiant les termes en w™, on obtient
2nH, 1(z) = H},(x).

Et, par une récurrence simple, H,, est un polynéme de degré n.
2. Immédiat (voir ci-haut).

3.
0 2
/ G(z,w)G(x,w)e " dz
—00
& 2,6 — —2 2
— / e?a:w—w +22rw—w*—x dx
—00
_ ewa/ e—(a:—w—w) dr
—00
62“’“’/ e Wdy avecu =2 —w—w
—0o0

— \/77,6211)@
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4. La précédente propriété donne
oo o™ w™ _
/ g —Hp(2) g —Hy(z)e ™ dz = /me2"™.
m!
> m>0 n>0

Ainsi
w > —z? n 2ww
E g — H,(2)Hp(x)e " dx | w"* = /e
nlm! J_ o

n>0 \m>0
2n
_ 4 —n n
= \/775 (n!w )w )

n>0

En poursuivant,
m o0

— Hy(2)Hp(z)e " dz = /72 0",

m>0 T
Ainsi, sin #m, [* Hy () Hpp(z)e ™ dz = 0 et e H2(z)e " dz = \/72"n!.

5. Immédiat (voir ci-haut).

6.
dG(:‘C’ w) 2zw—w?
— = 2(x —w)e
w
nw" 1
- Z nl Hy()
n>0
nwn—l
- Z nl Hy ()
n>1
w’rb
= ZF n+1( )
n>0
Et, d’autre part,
2 2zw™ 2l
2z — w)eXT = ZTHn(x)— — Ha(2)
n>0 ’ n>0 ’
2rw™ 2w™
S SELUTRERS SR LA
n>0 n>1 (n—1)

D’ou,
Hy1(x) —2eHy(z) + 2nH,—1(x) =0
pour n > 1 avec Hyo(z) =1 et Hi(x) = 2z0Hy(x) = 2.
7. Par récurrence.
Hy(z) = (-1)%"° D°[e™"] = 1.

2

Hy(z) = (-1)'e*’ D'e "] = 22.

Si
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alors
H (z) = (—1)"2xex2D”[e*x2] + (—1)”ex2D"+1[e*x2].
——
=2nHp_1(x)
Or

Hy1(z) —22Hp(x) + 2nHy—1(z) =0

pour n > 1, donc
Hn—i—l(:U) — (_1)n+16x2Dn+1[€—x2]'

8. Hj satisfait I’équation différentielle

y" — 2zy' = 0.

H; satisfait ’équation différentielle

y" — 22y + 2y = 0.

On a

Hyyi(z) —2zHy(x) + 2nHp—1(x) =0

N
=Hj},(z)

pour n > 1.
Donc

n1(2) = 22Hy (z) — 2Hy(2) + Hy (v) =0

=2(n+1)Hy ()
pour n > 1.
Donc,
H/(z) — 2zH] (z) + 2nH,(z) =0
pour n > 1.
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