
1 Les polynômes de Legendre

Définition Pn est un polynôme de Legendre de degré n si
∫ 1

−1
Pi(x)Pj(x)dx = 0 si i 6= j

et si Pn(1) = 1.

Propriétés

1.

Pn(x) =
1

2nn!
Dn[(x2 − 1)n]

où D : R −→ R ; f(x) −→ f ′(x) pour f ∈ C1([−1, 1]) ;

2.

Pn(x) =
1

2n

n
∑

j=0

(

Cj
n

)2
(x − 1)n−j(x + 1)j ;

3.

Pn(
1 + x

1 − x
) =

1

(1 − x)n

n
∑

j=0

(

Cj
n

)2
xn−j ;

4. Pn a même parité que n ;

5.

P ′
n(x) =

n−1
∑

j=0

1 − (−1)n+j

∫ 1
−1 P 2

j (x)dx
Pj(x) ;

6. Les polynômes Pn satisfont la relation de récurrence à trois termes

(n + 1)Pn+1(x) − (2n + 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0

pour n ≥ 1 avec P0(x) = 1 et P1(x) = x ;

7.
∫ 1

−1
P 2

n(x)dx =
2

2n + 1
;

8.
∑

n≥0

Pn(x)zn =
1√

1 − 2xz + z2
.
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2 Les polynômes de Tchébychev de première et seconde espèce

Définition Les fonctions de Tchébychev de première (Tn) et seconde (Un) espèce sont définies sur I =

[−1, 1] par
{

Tn(x) = cos(nΘ)

Un(x) = sin((n+1)Θ)
sin Θ

}

avec Θ = arccosx.

Propriétés

1. Les fonctions Tn satisfont la relation de récurrence à trois termes

Tn+1(x) − 2xTn(x) + Tn−1(x) = 0

pour n ≥ 1 avec T0(x) = 1 et T1(x) = x ;

2. Les fonctions Tn sont des fonctions polynômes ;

3.

T ′
n(x) = nUn−1(x) ;

4. Les fonctions Un sont des fonctions polynômes ;

5.
∫ 1

−1
Tn(x)Tm(x)

dx√
1 − x2

= 0, si n 6= m ;

6.
∫ 1

−1
T 2

n(x)
dx√

1 − x2
=

π

2
;

7.

Tn(x) =
1

2

[

(x +
√

x2 − 1)n + (x −
√

x2 − 1)n
]

,

pour x ∈ ] −∞,−1]
⋃

[1,∞[ ;

8. Le coefficient du terme de plus haut degré de Tn est 2n−1 si n ≥ 1 et 1 pour n = 0 ;

9. Les polynômes Tn satisfont l’équation différentielle

(1 − x2)y′′ − xy′ + n2y = 0 ;

10. Tn est proportionnel au polynôme Wn défini par

Wn(x) =
√

1 − x2Dn

[

(1 − x2)n

√
1 − x2

]

où D : R −→ R ; f(x) −→ f ′(x) pour f ∈ C1([−1, 1]).
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3 Les polynômes de Laguerre

Définition Les polynômes de Laguerre Lα
n (où α est réel strictement positif) sont définis comme étant

unitaires, de degré n, et solutions de l’équation différentielle

xy′′ + (α + 1 − x)y′ + ny = 0.

Propriétés

1. Si on pose

Lα
n(x) = xn + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0,

alors

ak = Ck
n(−1)n−k Γ(α + n + 1)

Γ(α + k + 1)

avec Γ(x) =
∫ ∞

0 tx−1e−tdt ;

2. Les polynômes Lα
n satisfont la relation de récurrence à trois termes

Lα
n+1(x) + (α + 2n + 1 − x)Lα

n(x) + n(n + α)Lα
n−1(x) = 0

pour n ≥ 1 avec Lα
0 (x) = 1 et Lα

1 (x) = x − (α + 1) ;

3.
∫ ∞

0
Lα

n(x)Lα
m(x)xαe−xdx = 0, si m 6= n ;

4.
∫ ∞

0
(Lα

n)2 (x)e−xdx = n!Γ(α + n + 1).

4 Les polynômes d’Hermite

Définition Les fonctions d’Hermite Hn satisfont

G(x, w) = e2xw−w2

=
∑

n≥0

Hn(x)

n!
wn,

où w est un réel.

Propriétés

1. Les fonctions Hn sont polynômiales, de degré n ;

2.

2nHn−1(x) = H ′
n(x) ;

3.
∫ ∞

−∞

G(x, w)G(x,w)e−x2

dx =
√

πe2ww ;
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4. Les polynômes Hn satisfont

∫ ∞

−∞

Hn(x)Hm(x)e−x2

dx = 0 si n 6= m ;

5.
∫ ∞

−∞

H2
n(x)e−x2

dx =
√

π2nn! ;

6. Les polynômes Hn satisfont la relation de récurrence à trois termes

Hn+1(x) − 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0

pour n ≥ 1 avec H0(x) = 1 et H1(x) = 2x ;

7.

Hn(x) = (−1)nex2

Dn[e−x2

] ;

8. Les polynômes Hn satisfont l’équation différentielle

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0.
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