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Préparation aux Concours (CCP)

Polyndmes Orthogonaux

1 Les polynéomes de Legendre

Définition P, est un polyndéme de Legendre de degré n si

et si P,(1) =1.
Propriétés

1.

/1 Pi(z)Pj(x)dr =0sii#j

-1

Po(z) = 2in S ()P (o - )" 1)
7=0
14z 1 =

4. P, a méme parité que n;

TR ok bl o Vi
P (z) = Pj(x) ;
() ]Z:%f_llez(:c)dx ()

6. Les polynomes P, satisfont la relation de récurrence a trois termes

(n+1)Ppti(x) — (2n+ 1)z Py (z) + nPy—1(x) =0

pour n > 1 avec Py(z) =1 et Pi(z) = x;

2
2n +1

/_ 11 P2(2)dz —

9
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2 Les polynomes de Tchébychev de premiére et seconde espéce

Définition Les fonctions de Tchébychev de premiére (7},) et seconde (U,) espéce sont définies sur I =

[—1,1] par
{ T, (x) = cos(nO) } o
 dn((n1)@) ( BVec © = arccosz.
Un(.’B) - sin ©
Propriétés

1. Les fonctions T;, satisfont la relation de récurrence a trois termes
Thyi1(x) — 22T (x) + Th—1(x) =0

pour n > 1 avec To(z) =1 et T1(x) = x;

2. Les fonctions T,, sont des fonctions polynémes;

3.
T () = nUp_1(z) ;
4. Les fonctions U, sont des fonctions polynomes ;
5.
[ @t 2 <0 sin g
T T)———==0, sin#m;
. n m 1_ .’EQ
6. .
dx T
T?(2)——— = = ;
7.

@) = 2@+ V@D +@— Va2 1y,

2
pour x € |—o0,—1] U[l,oo[ :

Qo

. Le coefficient du terme de plus haut degré de T, est 2"t sin >1et 1 pour n =0;

Ne)

. Les polynomes T, satisfont I’équation différentielle
(1 _ 552)?/” _ xy' +n2y =0;
10. T, est proportionnel au polyndéme W,, défini par

ot D:R —R; f(x) — f'(z) pour f € C([~1,1]).
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3 Les polynomes de Laguerre

Définition Les polynomes de Laguerre LS (ot «v est réel strictement positif) sont définis comme étant

unitaires, de degré n, et solutions de I’équation différentielle
vy’ + (a+1—2)y +ny=0.

Propriétés

1. Si on pose
LY (z) = 2" + an_12" ' 4+ ...+ a1z + ag,
alors
n—kr(a +n+ 1)

_ ki _

avec I'(z) = [;°t* e tdt;

2. Les polynomes LS satisfont la relation de récurrence a trois termes
no(@)+(a@+2n+1—2x)Ly(z) +n(n+a)ly_(x) =0

pour n > 1 avec L§(x) =1let L (z) =z — (o + 1) ;

o0
/ L (x) Lo (x)x“e ¥ dx =0, sim # n ;
0

/OO (L) (z)e %dz = n'T(ac +n + 1).
0

4 Les polynéomes d’Hermite

Définition Les fonctions d’Hermite H,, satisfont

G(z,w) = e2rw—w?

H,(z) ,
- Z n(!)w’

n>0

oll w est un réel.
Propriétés
1. Les fonctions H,, sont polynémiales, de degré n;

2.
2nH, 1(z) = H),(x) ;

/ G(:L‘,w)G(:L‘,E)e_xzd:E = /T

—0o0
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4. Les polynoémes H,, satisfont

/ Hn(x)Hm(:):)e_Ide =0sin#m;

—00

o0
/ H2(z)e " dx = /72"n! ;
—o0
6. Les polynémes H,, satisfont la relation de récurrence a trois termes
Hy1(x) — 22H,(z) + 2nHy,—1(z) =0

pour n > 1 avec Hy(z) =1 et Hy(z) = 2z;

8. Les polynémes H,, satisfont I’équation différentielle

y" — 2xy + 2ny = 0.

Références

[1] C. Brezinski, Padé-type Approzimations and General Orthogonal Polynomials, volume 50 of ISNM,
Birkhaiiser-Verlag, Basel, 1980.

[2] J. Van Iseghem, Polynomes orthogonauz; Synthése des présentations de polynémes orthogonauz clas-
siques ; FExtensions, Publications du Laboratoire d’Analyse Numérique et Optimisation de I’Université

des Sciences et Techniques de Lille Flandres Artois, 1988.

*4/4* MATHEMATIQUES



