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Premiére partie

I-1. Propriétés du module de continuité :
a. Pour h > 0, w,(h) est bien défini car ¢ est bornée. Pour 0 < h < h’ on a :

{@y) e ||l —yl <} c{(z,y) €|l —y| <1}

d’olt wy(h) < wy ().
b. Soit A" =h+h' et 2,y € I tels que |x — y| < h”. Par exemple 0 < 2 —y < h”. On pose z = max(y,z — h) donc
ze€y,z]Clet0<ec—2<h,0<z—y<(x—y)—h<h. Alors:

lp(z) = 0W)] < lo(@) = e(2)] + |@(2) = @¥)] < wu(h) +we ().

En prenant la borne supérieure sur z,y on obtient wy,(h + h') < wy(h) + w,(R').
wy(nh) < nwy(h) se démontre par récurrence sur n a partir de I'inégalité précédente.
Soit n = [A] : n—1 < XA < ndonc wy(Ah) < wy(nh) < nwy(h) < (14 XNwy(h).

c. Conséquence immédiate de la définition de 'uniforme continuité.

d. Inégalité des accroissements finis.

I-2. Noyaux de Dirichlet et de Fejer :

2
a. K,(0) = F2?(0) donc d’apres la formule de Parseval :

=
1 [ n? ' kN2 1 = n(2n? +1)
— [ K.(0)do=-— 1-2) == — k)= T
o7 J,, () A 2 ( n ) A >, (m=Ik) 3,
k=—n+1 k=—n+1
2
Dol A\, = _3_n(2n +1) . Zn3.

t —sint)(t + sint)(t2 + sin’ t 2
b. alt) = : A t4sin41)f( ! T

t — t3a(t) est continue sur ]0,7/2] et admet une limite finie, 0, en 0 donc est prolongeable par continuité
a [0,7/2]. La fonction prolongée est bornée car continue sur un compact.

/2 sintu du , (™2 sintu , [T sintu
I, = (u=nt) = ——= — =n —du~n 5 du.
u=0 U /n n u=0 U =0 U

/2 4 ¢ nw/2 . 4 too . 4
In < / As Smtgn Lat = (u=nt) = nAg/ Y du < nAQ/ S0
K u

=0 - u=0 U =0 u
c. K, est une fonction positive donc % / (14 nt)K,(t)dt > 0 pour tout entier n.
1 ™ =0 1 2m
K,(2m —t) = K,(t) donc = K,(t)dt=— K,(t)dt = 1.
t=0 21 Ji=o
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4

T T .4 /2 -4 400 -
2 4 4
Enfin, %/ ntK,(t)dt " tw dt = n esm (nd) do — n (In+Jn) ~6/ sin udu
t

-0 - TAn Ji—o sin?(t/2) A Jo—o  sin*@ TAn w—o U

™
car J, est négligeable devant I, quand n tend vers l'infini. La suite de terme général % / ntK,(t)dt est
t=0
convergente, donc bornée ce qui prouve I'existence de Mj.

1-3. Polynéme j,[g] :

= 217 g(0 —u)K,(u)du  (parité de K,)
=Jn [g (9) L S
2, n— kY n— .
Soit K,,(0) = &= 1-— |— ikt cre®®. On a:
O=5 (%, 0-7)) =, & o
gl ® =g [ g0 - 0Kt
t=—m
1 O+m
= 5= /u—@—ﬂ' g(u) Ky (0 — u)du (u=6-t)
= 217 /:_7T g(u) Ky (0 — u) du (2m-périodicité de g et Kp,)
1 T 2n—2 .
= %/ g(u)( Z cke““(e_“)) du

=7 k=—2n+2
2n—2

:k 22 2ckeike (217/ g(u)e‘ik“du),
=—2n+ u=—"

donc j,[g] est un polynéme trigonométrique de degré inférieur ou égal a 2n — 2.
b. [g(8) — g(0 —t)| < wy(|t]) par définition de w, et wy(|t]) < (1 + nlt]) wy (%) par I-1-b.

90) ~3ulal®)] = | [ (00) — g6 - ) (1)t

" 1
< %/t (1 +n|t|)wg(ﬁ)Kn(t) dt  (parité de K,)

< MO Wy (% ) .
Remarque : ceci prouve que si g est continue (et donc uniformément continue puisque périodique) alors j,[g]
converge uniformément vers g sur R quand n — oo.

I-4. Polynéme associé a une fonction de I’espace C :
a. jp+1lg] est un polyndme trigonométrique pair de degré au plus 2p < n donc admet une décomposition de la forme :
n

Jpt1l9](0) = > ax cos(kf). On a alors P,(z) = Y. arTi(x) avec Ti(x) = cos(k arccosx) ce qui prouve que P,

est un polynome de degré au plus n.

OnaA,(f) < Myw, (ﬁf) d’aprés I-3-b. De plus, pour z,y € I et h > 0 avec [x—y| < hona|cosz—cosy| < h

car cos est 1-lipchitzienne donc |g(z) — g(y)| = |f(cosz) — f(cosy)| < wy(h). En prenant la borne supérieure sur
x,y on en déduit wy(h) < wy(h) et en particulier :

(1) <o ) <o (R) <20 (7)
w — | W E— S W — S LW —

car ﬁl’ < % et wy est croissante d’ou 'inégalité demandée.
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C.

d.

{f_P‘PEEn}:{(f_Q)_P‘PEEn} d,OﬁAn(f):An(f_Q)
Soit Q € E,, tel que A,,_1(f') =||f = Q| : / /
ona Au(f) = An(f = Q) <2Mowr—q (1) < 2Mo W@ _9pMop, sy,

2My)*

< (2My
Ona&nlf) S =Ty (R 7 1
pour n > 3. En fait, la restriction n > 3 est sans objet, et les raisonnements précédents peuvent étre conduits

k
pour tout n > 1 d’ott A, (f) < S = 152]\4(0)_ T 1)An—k(f(k)) pour 0 < k < n.

Ak fixé, A, (f®)) < 2Mo w i) (1 ) —— 0dott A, _x(f®)) =0(1) et An(f) zo(#).

)An_k(f(k)) par récurrence sur k si n — k > 2 car I-4-c n’a été établie que

n

Seconde partie

II-1. L’espace préhilbertien E? :

a.

C.

d.

11-2
a.

b.

i.

FEEY <= JgcE, 2| f(x)=(x—1)(x+1)g(z) et Papplication ® : f +—— g définit un isomorphisme linéaire
entre EX et E,,_5. Donc dim(EY) =n — 1 et B est une base de EY en tant qu’image réciproque par ® de la base
canonique de E,,_s.

On remarque que si P € EY alors ®,(P) € E? donc ®,, est bien un endomorphisme de E? et de plus, si deg(P) > 2
alors deg(®,(P)) = deg(P). Il en résulte que le drapeau associé & (ea, ..., e,) est stable par ®,, donc M, est
triangulaire supérieure. Le (k — 1)-éme coefficient diagonal de M,, est le coefficient de degré k de ®,(ey) soit :
—k(k—1).

Les coefficients diagonaux de M, sont les valeurs propres de ®,,, ils sont deux a deux distincts donc ®,, est
diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1. On note py = —k(k —1) et Qy le polyndme propre
unitaire associé (unique puisque le sous-espace propre est de dimension 1) ; la famille (Qf) constitue une base
de E? comme concaténée d'une base de chaque sous-espace propre.

Pour k£ > 3, ux est valeur propre de @ et n’est pas valeur propre de ®;_; donc Qy € E \E _, et en particulier
deg(Qr) = k. Pour k = 2 on a Q2 = es de maniére évidente donc deg(Q2) = 2 smt deg(Qr) = k pour tout
k€ [2,n].

Soient P,Q € E : P(x) = (1 —22)Pi(x) et Q(z) = (1 — 2?)Q1(x) avec P1,Q1 € E,_o.
1

On a donc J(P,Q) = / (1 —2%)P1(2)Q1(x) dz qui existe en tant qu’intégrale sur un segment d’une fonction
r=—1
continue.

Pour Q = P on obtient :

1
J(P, P) :/ (1—2H)P(z)?de >0et JP,P)=0=Vazec[-1,1], (1-2®)Pi(z)=0= P, =0

=1
(polynéme ayant une infinité de racines), soit J(P,P)=0=— P = 0.
Pour P,Q € E on a :

@R Q= [ P@ewa=[P@ew]_,- [ P@e@i--[ P@QEd

=—1 =—1 =—1

=0

donc par symétrie du résultat, (®,(P) | Q) = (,(Q) | P) c’est & dire que P,, est un endomorphisme autoadjoint
de (EY, (|)). Il en résulte que ses sous-espaces propres sont deux & deux orthogonaux et la base propre (Qx)2<k<n
est une base orthogonale de (E2, (| )).

. Racines du polynéme @, :
Si P € E,_3 alors le polynéme Q tel que Q(z) = (1 — 2?)P(x) appartient & E2_; donc est combinaison linéaire
de Q2, ...,Qn—1 et est orthogonal & Q,,. En écrivant (Q | @) = 0 on obtient K = 0 comme demandé.

R1Q.,, n’a que des racines de multiplicité paire dans J donc est de signe constant sur I et est non nul car Ry et @,

ne sont pas nuls. D’olt / Ri(z)Qn(z)dx # 0.

r=—1
On en déduit que deg(R;) = n—2 et comme (22 —1)R;(z) divise Q,(x) on a aussi deg(R;) < n—2 soit finalement
deg(R1) =n —2.
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1
ii. Par hypothese @, est de signe constant sur I et est non nul d’ou / Qn(x)dx # 0 ce qui contredit a avec

r=—1
P = 1. Ce cas est donc impossible.

On en déduit que le cas i est le seul possible et p =n — 2, d’ott Q,(z) = (2% — 1)Ry(x) et Q,, a n racines simples
situées sur le segment I.

I1I-3. Polynéme I,[f] :
a. Théorie classique de l'interpolation de Lagrange.
L’application I,, est clairement linéaire et pour P € E,, on a I,,[P] = P d’ou la relation : I,,[f — P] = I,,[f] — P.
b. Immédiat a partir de la factorisation de @, +1 et de la formule d’interpolation de Lagrange.
c. D’apres la formule précédente,

n

F@) ~ L@ < @)+ IA@)] < @)+ 30 1wl Lt (1+Z|Lk I

k=0

En remplacant f par f — P on obtient I'inégalité demandée.

IT-4. Majoration de Y |Ly(x)] :

a. Il s’agit d’une adaptation immédiate de la théorie de 'interpolation de Lagrange (interpolation de Hermite).
Pour tout polynéme P € Eg,,41 on a H,[P] = P, en particulier H,[1] = 1.
b. D’apres la formule de Taylor pour 41 en y on a :

1 1 .
Qni1(2) = Quar () +( = Y)Qna (e) + 5 (= ) Qi () + - + CF] (@ = )" QU (wr),
d’ou : (1)
_ _ Qi1 (Yk) R Qny1 (Uk)
Lk(x) = (m yk)QQ;z-H(yk) et (x yk) (” + 1)!Qn+1( k)-
En particulier, L (yx) = 2%?::1(?;1@))
wi(yk) = %’W:Odoncﬂ@ y=0pour 1 <k<n—1.
— Yi
On s+ 11 @1 () = (1—22)Q1 () 0 i 11 () = (1— 2@y (2) 20 QU4 () et pour & = 41
1 Qi (F1) = F2Q 0y (1) 5010 5 Fh0) = sy /4 = i+ 1)/4 et L, (g) = -+ /A
c. Ona:
1= = >0 -2 - )T L) = Y0 1) + " (1 ) 13 + (1 - )2 )
k=0 k=0

n
donc Z L%(z) < 1 pour z € I car le dernier terme est positif. La majoration : Y. |Lg(z)| < v/n+ 1 s’en déduit
k=0
par apphcatlon de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

I1-5. Estimation de approximation :
If = L flll < 1+ vVn+1)A,(f) d’apres II-3-c et II-4-c, et on a :

1 1 n—1

R v s sy R eav A ey i

Ji—1

dott 14 vn+ 1< 2v/m.

Si f est de classe C! on a || f — L,[f]|| = o(ﬁ) d’aprés I et si f est de classe C*™ on a ||f — L,[f]|| = o(n%)

pour tout réel a > 0.

FIN DU PROBLEME
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