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Préparation aux Concours (Mines)

Polyndmes Orthogonaux

Soit C I'espace vectoriel normé des fonctions réelles, définies sur le sedgmejtl, 1],
continues ; la norme de cet espace est la norme de la convergence uniforme, définie pour une
fonctionf deC par la relation :

Il =sup [f(x)].

xel

Pour tout entier natureil, I'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré
inférieur ou égal @, est notéde . Par abus de langage, la locution “ fonction polynomiale” est
remplacée par polynédme.

Premiere partie

Il est admis que, pour une fonction f donnée continue sur le segmérmet un entier naturel
donnén, il existe un polyndmé,,, de degré inférieur ou égalratel que :

If—Pnll = An(f) = inf{|[f-P|| | P € En}.

Le but de cette partie est d’étudier I'erreur commise lors de la meilleure approximation d’'une
fonction continue par une fonction polynomiale et de montrer le résultdtessiune fonction
k-fois continment dérivable suir= [-1, 1], la meilleure approximation de la fonctiépar un
polynébme de degré inférieur ou égahast telle que :

An(f) = 0(%)

Soit ¢ une fonction réelle définie sur I'intervalle bornée (il existe une constaritetelle
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que, pour tout réelx del, Jp(x)| < M). A cette fonctionp est associée la fonctian,, dite
“module de continuité de”. Elle est définie sur la demi-droite ouver}@,co[ de la maniére
suivante :

Etant donné un rédi strictement positifp,(h) est égal a la borne supérieure des réels
lp(X) — @(y)| sachant que ety sont deux réels de I'intervallledont la valeur absolue de la
différence est majorée phr.

wo(h) = sup{lp(x) — e()|; (X, y) €12, x-y| < h}.

[-1. Propriétés du module de continuité:

Soit ¢ une fonction réelle définie et bornée sur le segmént

a. Démontrer que le module de continuité de cette fonggiest une fonction croissante
définie sur la demi-droite ouver{@, .

b. Soienth eth” deux réels strictement positifs, démontrer la propriété :
w,(h+N) < w,(h) +o,().

Soienth et 1 deux réels strictement positifis,un entier supérieur ou égal a 1 ; démontrer les
relations suivantes :

we(Nh) <noy(h) ; 0e(Ah) < (1+21)oyh).
c. Démontrer que la fonctiop est uniformément continue sur le segmkesitet seulement si

la limite du module de continuii®, en 0 est nulle :

¢ est uniformément continue sbrk=lim w,(h) = 0.
h-0

d. Démontrer que, si la fonctigm est continment dérivable sur le segmEriltvient pour
tout réel positith :

wy(h) <h|

o

|-2. Noyaux de Dirichlet et de Fejer :
Etant donné un entiersupérieur ou égal a( > 1), soientD, etF,, les fonctions définies
pour tout réeb par les relations suivantes :

n

Dn(0) = >_ €0 ; Fa(0) = + > Du(®).
k=0

k=—n

Il est admis que la fonctioR, vérifie les relations suivantes :

n-1 . 2
o , : _ _ M) iko _ 1 sin(no/2)
pour toutd différent de Xr, k entier relatif,Fn(0) k__zr;l(l n |€ n| “sinor) :

SoitK, la fonction définie dans I'ensembR \ 2z Z par la relation suivante :

: 4
Kn(@) = L (M) |

An \ sin(0r2)

ou le réeldn est défini par la condition :
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1 ([ _
o fo Kn(0) dO = 1.

a. Calculer le réel, et déterminer une constar@etelle que ce réel soit équivalent a I'infini
acn. Rappel :

>k = %n(n +1)(2n+1).
k=1

b. Soita la fonction définie sur l'intervalle semi-ouvefd, n/2] par la relation suivante :

1 1
a(t) = - =
® sinft  t4

Démontrer qu'il existe une constane telle que la fonction: soit équivalente en 0 A, t=2.
En déduire que la fonction— t3 a(t) est bornée sur l'intervall{0, z/2]. SoitA, un majorant de
cette fonction sur l'intervallg0,r/2].

Soientl, etJ, les deux intégrales suivantes :

_ /2 S|n4(nt) . _ /2 -~
- IO S = IO ta(t) sinf(nt)dt.
Démontrer les deux propriétés suivantes :
w A
lorsque I'entiem tend vers l'infini, 1, ~ nz.j S't—gtdt :
0
: * sin’t
pour tout entier natured, (n > 1), Jn < Azn I 2 dt.
0
c. Démontrer I'existence d’une constaie telle que, pour tout entiar supérieur ou égal a
1, il vienne :
0< & ["(1+nt)Kat)ct <M
=T 0 n — 0-
[-3. Polynbémejq[g] :

Soit g une fonction paire définie sur la droite réelle périodique et de période Btant donné
un entiem supérieur ou égal a 1, sgig] la fonction définie par la relation suivante :

jnl910) = 2= [ 90— 1) Ka(t) ct.

a. Démontrer que la fonctign[g] est paire et est un polyn6me de degré au plus égal a
2n—2.

b. Vérifier les inégalités suivantes :
9(0) - 90 - D] < g(lth < (1+nt]) og( L),
puis, en utilisant les résultats des questions précédentes, démontrer la majoration :

19(0) — jn[91(0)] < Mo wg(%).
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Danslasuite |’entier n est supposé supérieur ou égal a 3 ; a I'emiest associé I'entigy égal &
la partie entiere du réel2. L'entier vérifie les inégalités :

p<n2<p+1.
[-4. Polyndéme associé a une fonction dédspace C :

Soitf une fonction de I'espad8. A cette fonctiorf est associée la fonctianpériodique de
période Z, définie, pour tout réed, par la relation :

g(0) = f(co).
Soit P, la fonction définie sur l'intervallé = [-1, 1] par la relation : pour tout réeldel,
Pn(X) = jpra[9](Arccosx).
L’entier p est la partie entiére d&#2 définie ci-dessus.

a. Démontrer que la fonctidP, est un polynédme (une fonction polynomiale) de degré au
plus égal a. Il est admis que, pour tout entier natukela fonctionx — cos(kArccosx) estun
polynédme de degrk.

b. Démontrer, pour toute fonctidrde I'espaceC et tout entien (n > 3), la relation suivante

An(F) < 2Mo ().
La constantéV, a été introduite a la question I-2.c&t(f) dans l'introduction de la partie I.

c. Etablir le résultat préliminaire : sdiune fonction de I'espadg ; pour tout polyndme
de degré inférieur ou égalril vient :

An(f) = An(f- Q).

Démontrer, pour toute fonctidrcontindment dérivable sur le segmént [-1, 1] et tout entier
n, la relation ci-dessous enttg(f) etAn1 () :

An(fy 2 Mo A (57).

d. Etant donné un entiérsupérieur ou égal a(k > 1), soitf une fonction k-fois
continment dérivable ; déduire du résultat précédent une majoration, pour tounentier
supérieur strictementia(n > k), deAq(f) en fonction dern «(f©).

En déduire que, siest une fonction k-fois continlbment dérivablenetn entier croissant
indéfiniment, I'expressionn(f) est un infiniment petit d’ordre supérieur an't/

An(f) = o(#).
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SECONDE PARTIE

Le but de cette partie est, pour une fonction f donnée dan€, de construire une suite de
polynémed »[f], qui, lorsque la fonctiom est contindment dérivable, converge uniformément
vers la fonctiorf.

Dans cette partie, I'entiar est fixé et est supérieur ou égal &8> 3). SoitEQ le
sous-espace de, constitué des polyndmes (fonctions polynomiales) nullesleet en 1.

I1-1. L’ espace préhilbertien E9 :
a Quelle est ladimension de I'espace vectorieE] ? Soit(ex) .., |a suite de polyndmes
définie par la relation :

pour tout entiek, 2 < k< n, ex(x) = xK—x*2,
Démontrer que la suite de ces polyndmes est une Balsd’espace vectorie?.

b. Soit®, I'endomorphisme de I'espace vectorig] défini par la relation suivante :
pour tout polyndmé deE2, ®,(P)(X) = (1-x?) P (x).

Démontrer que la matridel,, associée a 'endomorphisndg, dans la basB est une matrice
triangulaire supérieure ; déterminer les éléments de la diagonale de cette matrice.

En déduire I'existence d’une baBgé définie par une suite de polyndm@3x),.., qui
vérifient les relations suivantes :

pour tout entiek, 2 < k<n, (1-x%)Q«"(X) = uk Q«.

Ces polyndmes sont supposés unitaires (le coefficient du terme de plus haut degré est égal a
1). Préciser les coefficienis, 2 < k < netle degré des polyndmek.

c. A deux polyndmes quelconquBst Q appartenant a I'espace vectoris] est associée
I'intégrale J(P, Q) définie par la relation suivante :

3(P,Q) = [ PO g

1-x2
Démontrer que cette intégrale existe ; a quelle condition sur le polyofe&pression
J(P,P) est-elle nulle ?

Il est admis dans la suite que I'applicatid® Q) — J(P,Q) deES x EJ dansR est un
produit scalaire. Dans la suite le produit scalaire est qoté.) :

L P(x) Q(X) dx
1 1-x2 '

P1Q-=]
d. Démontrer que la bas¥ = (Qk),.., €st orthogonale dans I'espace préehilbertien
(ERC | )
[1-2. Racines du polyndme Qy :

a. Un résultat préliminaire : démontrer que le polyné@epossede la propriété : pour tout
polyndmeP de degré inférieur ou égalre— 3, I'intégraleK ci-dessous est nulle :

1
K= [ PO Qu(x) dx = 0.
-1
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b. Deux cas sont considérés :
i. Le polynbmeQ),, admet des racines, d’ordre de multiplicité impair, situées dans l'intervalle

ouvertl = ]-1, 1[. Soientxs, X2, ...,Xp, ces racines (I'entigp est strictement positif).
SoitR; le polynéme défini par la relation :

k=p
Ri(X) = H(x— Xk).
k=1

Démontrer que I'intégrale de la fonction— Ri(x) Qn(X) étendue au segmehéest
différente de O :

.[11 R1(X) Qn(x) dx # 0.

En utilisant le résultat de I'alinéa a, déterminer le degré du polyrRme

ii. Le polyndmeQ, n'a pas de racines, d’ordre de multiplicité impair, situées dans

I'intervalle ouvert]-1, 1].
Démontrer que I'intégrale de la fonction— Qn(X) étendue au segmehest différente de 0.

En déduire que les racines du polyndé@esont simples et situées sur le segmlent

Dans la suite, les racines du polynd@g1 sont notéegy, k = 0,1, ...n et vérifient la
relation suivante :

—1=Yo<Vy1<VY2<..<VYn1<Yn=1l

[1-3. Polyndmel[f] :
Soit f une fonction continue appartenant a I'espaceC : f : | - R.
a. Soitun, I'application de I'espace vectori&, dansR™?! définie par la relation suivante :

un(P) = (P(Yo), P(y1), ---.P(¥n))-

Démontrer que 'application, est un isomorphisme de I'espace vectoEglsurR™1.
En déduire qu'a une fonctiondonnée dan€, est associé un seul polyndréf] appartenant

aEn, vérifiant les relations suivantes :
pour tout entiek, 0 < k < n, 1a[f](yk) = f(yk).

Démontrer que, 9 est un polyndme appartenankg, il vient :
b. Démontrer que le polynome[f] s’écrit :

1n[f100) = D f(yi) Le().
k=0

ou Lk est le polyndbme défini par la relation :

Qn:1(X) _
(X = Yk) Qn1"(Yk)

Li(x) =
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c. Démontrer, pour tout polynén@ appartenant &, I'inégalité :

pour tout réek del, [f(x) — Ia[f](X)] < (1 + Z|Lk(x)|) If-P]J.
k=0

I1-4. Majoration de " |Lk(X)|:
Soitf une fonction continue appartenant a I'esp@cef : | - R.
a. Soitv, I'application de I'espace vectorién.; dansR?"? définie par la relation suivante :

Va(P) = (P(Yo), P(y1), --.P(Yn), P'(Yo), P (Y1), -...P"(¥n))-

Démontrer que I'application, est un isomorphisme de I'espace vectoEgl,; surR?"2,
En déduire qu'a une fonctioindonnée dan€ est associé un seul polynorig[f]
appartenant &1, Vérifiant les relations suivantes :

pour tout entiek, 0 < k < n, Ha[f](yx) = f(yk), Hn[f] (Yk) = f"(yk).
Que vautH,[1] ?

Il est admis que le polynomid,[f] est défini par la relation suivante :

Ha[f1(}) = D (yi) (x= i) (Le(x))2 + D f(yi) (1= 2(x = Vi)l (Yi)) (Li(X))?.

k=0 k=0

b. Calcul des dérivéds, (yk).

Déterminer I'expression, pour tout entiecompris entre 0 e (0 < k < n), de la dériveée
Lk (yx) en fonction des dérivées premiére et secdRee’ (Yk) et Qna ™ (Yk).

En utilisant I'équation différentielle vérifiee par le polynéi@g.1 (question 1I-1.b)
déterminer les valeurs d&’(y«) lorsque I'entierk est comprisentre L @t— 1 (1 < k < n-1).
Calculer ensuitéo (Yo) etLn (Yn)-

c. En déduire les inégalités :

n n
pour tout réek du segment, D (Lk(x))* <1, D LX) < Jn+1.

k=0 k=0

[1-5 Estimation de |’ approximation :

Démontrer que, pour toute fonction continue appartenant a I'espageur tout entien
supérieur ou égal a 3, la norme de la différence entre la fontgbte polynémd ,[f] est
majorée par le produitn An(f) :

If = 1a[f] ]| < 2 /A An(h).

En particulier démontrer que, si la fonctibast contindment dérivable sha suite des
polynémed »[f] converge uniformément, lorsque I'entietend vers l'infini, vers la fonctiof.
Que dire de la convergence lorsque la foncfiest indéfiniment continGment dérivable ?

FIN DU PROBLEME
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