Probléme : Polynémes de Legendre et quadrature de Gauss

Les parties de ce probléme ne sont pas indépendantes.
Dans ce probléme, on note
— R[X] 'ensemble des polynémes en I'indéterminée X a coefficients réels.
— RR[x] 'ensemble des fonctions polynomiales & coefficients réels.
— Pour n € IN, R,,[z] le sous-espace vectoriel de R[x] formé des fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égal a n.
— Pour n € N, R,,[X] le sous-espace vectoriel de R[X] formé des polynémes de degré inférieur
ou égal a n.
On rappelle :
— Un polyndéme se note P, la fonction polynomiale associée & P se note P. Ces deux notions sont
différentes et le candidat sera fortement pénalisé s’il confond ces deux notions.

n n
— Plus précisément, si P = Z ap X" € R[X] alors Vz € R, P(z) = Z apz”.
k=0 k=0
— Soient P,Q € R[X]. Si P = Q alors P = Q.
— Une famille, de polynémes de degrés deux a deux distincts, est libre.
On pourra utiliser librement ces résultats dans tout le probléeme.

Partie n°1 : Préliminaire
Soient a et b deux réels avec a < b. On se donne w une application continue sur [a,b] telle que
Vz €]a,b], w(xz) > 0.
Pour P,Q € R[X], on pose (P | Q) = [* P(t)Q(t)w(t) dt.
Montrer que (- | -) définit un produit scalaire sur R[X].
Partie n° 2 : Familles de polynémes orthogonaux
On dit qu’une famille de polynémes (P,)n>0 est orthogonale de degrés échelonnés, et on note ODE, si
— Vn € NN, deg(P,) = n.
— La famille (P,),>0 est orthogonale pour (- | -).
1. Expliquer pourquoi une telle famille existe.
Dans le reste de cette partie, (Py)n>0 désigne une famille ODE.
2. Montrer que, pour tout n € IN*, pour tout @ € R,,_1[X], (P, | Q) = 0.
3. Montrer qu'une famille (Qy)n>0 est ODE si, et seulement si, pour tout n € IN, il existe \,, € R*
tel que Q. = APy
4. En déduire qu’il existe une unique famille de polynémes ODE et unitaires.

5. Soit n € IN*. On veut montrer que les racines complexes de P, sont toutes réelles, simples et
qu’elles appartiennent & |a, b|.
Pour cela, on note S = {x1,...,zn}, en extension, 'ensemble, éventuellement vide, des racines
de P, qui appartiennent a |a, b[ et qui sont de multiplicité impaire.
Enfin, on pose Q@ = (X —x1) X (X —x2) X -+ X (X — x,,) si S est non vide et Q = 1 sinon.
(a) Montrer que m est inférieur ou égal a n.
(b) En raisonnant par l’absurde, montrer que m = n.
(c¢) Conclure.

6. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

(a) Montrer que les polynémes Py, - , P,—2, P,—1, X P,_1 forment une base de R, [X].
n—1
Ainsi, on sait qu’il existe ag,...,a, € R tels que P, = Z o P + apn X Py, _1.
k=0



(b) Montrer que pour tout j € {0,--- ,n —3}, oj = 0.

(c) En déduire l'existence de trois suites réelles (an)n>2, (bp)n>2 €t (cn)n>2 telles que Vn > 2,
P, = (anX + bn)Pn—l +cnPr_a.

Partie n° 3 : Polynémes de Legendre

Dorénavant, a = -1, b=1et w: x> 1.

1. Montrer qu’il existe une unique famille (L, ),>0 ODE telle que, pour tout n € IN, EL(l) =1.
Les polynoémes L,, sont appelés les polyndémes de Legendre.

2. Pour tout entier n, on pose U, = (X? —1)" € R[X].
(a) Montrer que, pour tout P € R[X], (U, | P™) = (=1)" x (U,(Zn) | P).
(

b) En déduire que (U}L"))WO est une famille ODE.
(c) Calculer ﬁ;(n)(l).
(d) En déduire la formule de Rodrigues :
1 d°
N, L, = —— X2 -1
e L= x5 7

(e) Pour 0 < n < 3, expliciter Ly,.
(f) Montrer que Ly, et n ont la méme parité.

(g) Déterminer le coefficient dominant de Lj,.
5]
h) Aprés avoir expliqué pourquoi il était possible d’écrire L,, = ap X" 2 expliciter les
p piique pourq P , €Xp
k=0
coefficients ay.

3. On reprend ici les notations de la partie précédente.

2n—1

(a) Montrer que, pour tout n > 2, b, = 0 puis a, = =

(b) Etablir finalement que, pour tout n > 2,

_2n—1 n—1

Ly, XLy —

Ly _o.
- 2 (*1)

(c) Montrer que :
i. Yn>2 n(L,| Ly,) = 2n—1)(Lp—1 | XL,).
. Vn>2, (2n—1)(Lp—2 | XLp—1) = (n—1)(Lp—2 | Ln—2).
>2 2n+1)(Lyn | Ln) = (2n — 1)(Lp—1 | Lp—1).
(d) En déduire que, pour tout n > 0, (L, | L) = Qfﬁ
4. Observer que (X2 — 1)U/, = 2nXU,, et en déduire que

iii. Vn

VnelN, (X2 1)L +2XL, —n(n+1)L, = 0. (%2)
5. (a) Observer que U}, = 2nXU,_1 et en déduire que
VnelN*, Ll = XL | +nL, 1. (x3)

(b) Montrer que
Vn € N*, nL, = XL, — L! (*4)

n—1*

Indication : On dérivera (x1) et on combinera ce résultat avec (*3).



(¢) En déduire que
Vn € N*, (X2 — 1)L}, = n(X L, — Ln,_1). (%5)
6. Pour n > 1, on sait que les racines de L,, sont réelles, distinctes et dans | — 1, 1].
On veut montrer que, pour n > 2, les (n — 1) racines de L, _1 séparent les n racines de L,.

On note —1 < x1 < --- < xp < 1 les racines de L.
On note —1 < y; < -+ < yp—1 < 1 les racines de L,_;.

(a) Montrer que, pour tout 1 < k < n, L,_1(zg) et L, (x) ont le méme signe.

(b) En déduire que, pour tout 1 < k <n — 1, yx €]zk, Tl
Partie n°4 : Quadrature de Gauss

On note —1 < 1 < --+ < x, < 1 les racines de L.
Pour 1 < k£ < n, on pose

"oy 1
Ry = H i et \p = / Ry(t) dt.
j=1 Tk — Xj -1

£k
1. En observant que Rj — 1 est divisible par X — x;, montrer que fil R\;(t) dt = fil R2(t) dt.
En déduire que les scalaires A\; sont strictement positifs.

2. Montrer que, pour tout polynéme P € Ro,—1[X],

1 n
/ B(t) dt = S MeP(a).
k=1

-1

Indication : On pourra effectuer la division euclidienne de P par L.

3. Soit ¢ : Ron_1[X] — R2" définie par o(P) = (P(x1),--- , P(ayn), P'(z1),- -+ , P'(xy)). Montrer
que @ est un isomorphisme.

4. Soit f une application dérivable de [—1,1] dans R.
Montrer qu’il existe un unique polynéme P € Ry, —1[X] tel que

V1< k<n, Play) = f(xp) et P(x) = f(zp).

Dans la suite de cette partie, ce polynéme sera noté S(f).

5. Montrer que
(f =S())@) dt.

1
-1

[ swa- ,; s = [

6. Soit f une application de classe C?" sur [—1, 1] et posons Ma,, = H[laX | |72 ().
ze[—1,1

Soit t un élément de [—1, 1] n’appartenant pas a l’ensemble {z1,- -+, z,}.

On pose g = f — S(f) — uL? on u est choisi de sorte que g(t) = 0.
(a) Montrer qu'il existe ¢ € [—1,1] tel que ¢g*™(c) = 0.

2271,

(b) En déduire que pu = (%7)1!!; FE(c).
(¢) Montrer que,

22nn!4 __

vt € [=1L1], [f(t) = S(f)@)] < WM%L%@)-
(d) Conclure que

22n+1n!4

1 n
'/_1 f(t) dt — kzl Nof (z1)| < KMoy, ot K, = EIESVCTER

3



(e) Evaluer K, pour n = 3 et donner un équivalent de (K,,),>1.

(f) Montrer que si n = 3, les résultats précédents conduisent a ’approximation :

1
|50t 5 (55(-V375) + 8100 +57(375))

Donner un majorant de ’erreur commise et donner des fonctions pour lesquelles cette ap-
proximation est une égalité.

* % % FIN DU SUJET * * *



