MINES 2 MP 2022

1 Questions préliminaires

1.

. Soit A € M,, (K), par continuité de la norme HeAH = lirf (
p——+00

Le produit matriciel sur M,, (K) est continu car bilinéaire sur un espace de dimension finie,
de plus A commute avec B donc avec tout polynf)me en B, on a donc :

. P gk P gk
Ae? =4 lim kz_: H) T AZ = Jim (> A
p k
: B B
=, Jm (kz_ok'> A=ea
On a fa(0) = exp(0,) = I, et, pour tout t € R, fy(t) = Afa(t).
Par ailleurs g(0) = I,, et g est dérivable sur R par opérations usuelles avec, pour tout
teR: ¢ (t) = (A+ B)etAtBletB _ t(A+B) ge—tB,
La question précédente assure que, puisque B et A + B commutent alors B commute avec
e!A+B) pour tout ¢t € R et done :
Vt € R,¢/(t) = (A + B)etAtBle=tB _ Bet(A+B)e=tB — Ag(t).
() —
Donc f4 et g vérifient le méme probléme de Cauchy {y;gO)_ Ay(?) (ouy € CHR, M, (K)).
n
Ce qui assure que f et g sont égales, i.e. : Vt € R, et(A+B)e—tB
En multipliant par ' & droite on obtient la relation (1).

(On rappelle que pour toute matrice M € M,, (K), e™ est inversible d’inverse e =M).

En dérivant une premiére fois on obtient, pour tout t € R :

En dérivant une seconde fois on obtient, pour tout t € R :

(A+B)2et(A+B) = A2etAetB + Aet4etB B + Aet4etB B —i—etAetBBQ.

En appliquant en ¢t = 0 on a donc (A+ B)? = A2+ 2AB + B? ce qui donne en développant

BA = AB.
Pk
2
2
Z i

zp: zp: A" < Al
k=0 p

Donc par passage a la limite HeAH < e”A”.

Or, pour tout p € N,

On considére A dans M,, (C) et on la trigonalise, on pose donc T' € M,, (C) triangulaire
supérieure semblable & A. On sait alors (cf. énoncé) que e? et e’ sont semblables donc ont
méme déterminant.

De plus en notant Ap,..., A, les coefficients diagonaux de T (i.e. les valeurs propres de A
comptées avec multiplicité), alors pour tout k € N, T* est triangulaire supérieure de coef-
ficients diagonaux )\]f ..., AF donc e” est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux
eM, ... eM ce qui assure que :

det(e4) = det(e H M = e2k=1 Mk = tt(T) — tr(4)



2 Formule de Trotter-Kato

6. C’est une application directe de la question 4, en effet, pour tout & € N* :

o Bl ([ [ - 52)
o (£12) o (252 s (12)

k
7. h est de classe C? sur R avec, pour tout ¢ € R :
h’(t) — AetAetB + ctAetB B (A + B)et(A+B) :
Notamment h(0) = 0 et A'(0) = 0, la formule de Taylor-Young assure alors que, pour ¢ au
voisinage de 0 :

h(t) = h(0) + th'(0) + t;h”(o) + tgo(ﬂ) = t;h”(o) + tgo(tQ) = tgo(ﬂ).

(Remarque : on peut préciser que h”(0) = AB— BA mais ce n’est pas utile pour la question
posée).

s 1 1. 1
On en déduit que h <k> = k—>O+oo <l<:2> ie. Xp =Y, = k—>0+oo <k:2>
8. Soit k € N*,alors :

Xkl <

1Yl =

k—1 k—1 k—1 k k—1
ZXIZ%(Xk . Yk)ykkfifl _ ZXliJrlYkkfifl - ZXliYkkfi _ ZXliYkkii . ZXIiYkkfi
i=0 i=0 i=0 i=1 i=0

= XF-YF

Une matrice commute avec toutes ses puissances ce qui assure que, pour tout k € N*,
VM € M,, (K), (eM)k = e ; notamment, pour tout k € N*, V¥ = eA+5,
Par ailleurs pour tout k € N* :

k—1
ZXk Y)Y < ST G, — Yl (Yl
A B i A B k—i—1
< 1% - il zexp (IALEIBTY o (1AL 1Y

=0
1A+ 1B Al +||B
<X - Y||Z ('”””) <1 - Vil (- pALEIE)

k
< k|| Xy — Yl exp ([|Al| + (| BI]) o (1
— ex = Pk
= k k p oo \ &
Cel li XE—YF)=01ie i XFk) = eA+B i est bien la relation (2).
ela assure k_l)r_{loo( k k) 1. k—1>r—i{loo( k) e ce qul es 1€n la rela IOH( )



3 Vers les algébres de Lie

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Soit A € M,, (R), pour G = SL,(R) :

Ac Ag &Vt € R det(et) =1 <Vt € R, e = 1 & Vi € R, ttr(A) = 0 & tr(A) = 0.

Ag est hyperplan de M,, (R) formé par les matrices de trace nulle.

Soit A € M,, (R), pour G = O, (R) :

Ac Ag eVt e R, e =1,.

Or, pour tout M € M, (R) on a par passage a la limite : (e™)? = eM” donc :

AcAg oVt eR, e = [, &Vt € R et = et4,

On procéde maintenant par implications réciproques :

i. SiAe AgonaVteR, otA" = ¢4 donc en dérivant : Vt € R, ATt A" = — e et en
appliquant cette relation en 0 : AT = —A.

ii. Si A est antisymétrique alors AT = —A donc Vt € R, 4" = et4 o donc A € Ag.

Aq est bien I'ensemble des matrices antisymétriques.

Ag est non vide car G contient I,, donc Aqg contient la matrice nulle.
La stabilité de Ag par produit par un scalaire est immeédiate.

Il reste & vérifier la stabilité de A¢g par somme.

Soit donc A et B dans Ag, montrons que A+ B € Ag.

Soit t € R, alors pour tout k € N* par stabilité de G par produit on a :

o () (2)

O dapres (2) : lim_ (<exp (Z‘j) exp (f)>k> — exp(t(A+ B)).

Le fait que G soit fermé assure donc que exp(t(A + B)) € G.
On a bien vérifié que A+ B € Ag.

En conclusion, Ag est un sous-espace vectoriel de M,, (R).

Soit t € R, les rappels de ’énoncé permettent d’écrire, pour tout a € R :
eoult) = tAegaBe—tA oy par hypotheses, et4, e®B —tA

G i.e. u(t) est dans Ag.

u est & valeurs dans Aq et est dérivable sur R.

et e sont dans G donc e®“®) est dans

1

Pour a € R, v/(a) = }in% <t(u(a +1) — u(a))> donc par stabilité de Ag par combinaison

%
linéaire et passage a la limite (Ag est fermé en tant que sous-espace vectoriel d'un espace
de dimension finie), on en déduit que u’ est également a valeurs dans Ag.
Or, pour tout t € R, u/(t) = AetABe 4 —et4BAe™ donc u/(0) = AB — BA ce qui assure
que AB — BA € Ag.
Soit A € Ag, on a A= f/,(0) o fa est a valeurs dans G et f4(0) = I, donc A € 77, (G).
On a bien Ag C 77, (G)
On considére M dans M,, (C) et on la trigonalise, on pose donc T' € M,, (C) triangulaire
supérieure semblable & M et P inversible telle que P~'MP =T.

On note A, ..., A, les coefficients diagonaux de T' (i.e. les valeurs propres de M comptées
avec multiplicité).



Soit t € R on a P~1(I, +tM)P = I,, + T, donc :

2 2
det(I,, +tM) = det(I,, +tT) = ,E(Ht/\k) = 1+t;Ak+tg0(t ) = 1+ttr(M)+ O (12).
Ce qui assure que dps est dérivable en 0 et 0%,(0) = tr(M).
16. Soit M € M,, (R), puisque det est différentiable sur M,, (R) on en déduit avec les notations
de la question précédente et en posant ¢ : t +— I, +tM.
Vt € R, dar(t) = det og(t) donc 84, (t) = d(det)(p(t))(d'(t)).
Notamment 0%,(0) = d(det)(¢(0))(¢'(0)) = d(det)(I,)(M).
Et donc d(det)(I,)(M) = 64,(0) = tr(M).
Ceci étant valide pour toute matrice M € M, (R), on a bien d(det)(I,) = tr.

17. 1l nous faut dans chaque cas démontrer U'inclusion 77, (G) C Ag.

i. Si G =SL,(R), Ag est I'hyperplan de M, (R) formé par les matrices de trace nulle.
Ona G ={M e M, (R)|det(M) = 1}.
Soit A € 77, (G), il existe v : t €] — g,e[— (t) € G dérivable en 0 telle que v(0) = I,,
et 7/ (0) = M.
Or, pour tout ¢t €] —e¢, e[, det(y(t)) = 1 donc en dérivant en 0 : d(det)(y(0))(7/(0)) =0
i.e. d(det)(l,)(M)=01ie. tr(M)=01ie M € Ag.
On a bien 77, (G) C Ag donc 711,(G) = Ag.
Remarque : C’est en fait un résultat de cours : en introduisant la structure euclidienne
canonique sur My, (R) on constate que grad(det)(I,,) = I, et que Ag = I;-. Puisque G
a pour équation det(M) =1 (ligne de niveau de det) on sait que tout vecteur tangent
a G en I, est orthogonal au gradient de det en I,,, on retrouve ainsi le résultat voulu.
ii. Si G =0,(R), on a Ag = A,(R).
Soit A € 17, (G), il existe v : t €] — g,e[— (t) € G dérivable en 0 telle que v(0) = I,,
et 7/(0) = M.
Or, pour tout t €] — ¢,e[, ¥(t)y(t)T = I,, donc en dérivant en 0 (et en utilisant la
linéarité de la transposition) : 7/(0)y(0)" + v(0)y/(0)T = 0 ie. M + MT = 0 i.e.
M e Aq.
On a bien 7y, (G) C Ag donc 7, (G) = Ag.

4 Comportement asymptotique

18. i. Obtention de la matrice :

— Si A est diagonalisable elle est semblable & T avec a = 0.

— Si A n’est pas diagonalisable on considére v € £(C?) qui lui est canoniquement
associée.
On a dim(ker(u — afd)) = dim(ker(u — gId)) = 1.
De plus x, = (X — a)(X — 8)? annule u donc par lemme de décomposition des
noyaux ker(u — ald) @ ker(u — BId)? = C3.
Cela assure dim(ker(u — 81d)?) = 2.
On pose e3 € ker(u — BId)? \ ker(u — BId) (qui existe d’aprés ce qui précéde).
On pose ez = (u — SId)(e3), ea engendre ker(u — SId) et (ez,es3) est donc libre
dans ker(u — BId)? donc en est une base.

4



19.

20.

21.

On pose alors e; € ker(u — ald) \ {0}.

a 0 0
(e1,e2,e3) est une base de C? dans laquelle la matrice de west [0 3 1], ce
0 0 p
qui assure le résultat voulu avec a = 1.
ii. Calcul de e'T'.
a” 0
On montre alors par une récurrence simple que, pour toutn € N*,. 7" = | 0 " naf"™ !
0 0 B"
On en déduit que, pour tout ¢t € R :
oo
t n
Z ﬂ 0 0
‘ n!
n= ta
00 [e’¢) _ (§] 0 0
tB)" tnan 1
et — Z (t8) az 57 =1 0 ef atetf
n! (n—1)! 8
n=0 niol 0 0 [§]
(t8)"
0 0 > -
n=0
iii. Condition nécessaire et suffisante pour que lim (etA) =03 :
t—+o00
On peut poser P € GL3(C) telle que P7*AP =T.
On a alors,pour tout t € R, P~ letAP = P~1etT P,
Par continuité du produit matriciel on en déduit que :
Ii tA) _ li try )
S () =0 & () = 0s
Or pour un nombre complexe z donné on a, pour tout ¢ € R, ’et'z’ = eRe(®)t ot donc
. ligrn (e"*) = 0 < Re(z) < 0; de plus si Re(z) < 0 on a aussi (croissances comparées) :
—+00
lim (tetz) = 0.
t—+00

Le calcul précédent de e'” assure donc que :
lim (e'”) =03 < Re(a) < 0 et Re(B) < 0.

t—4o00

En conclusion : lim (e!) = 03 < Re(a) < 0 et Re(B) < 0.

t——+o00
Supposons lim (e*) = 0,,.
pp t——+o00 ( ) "

Soit A une valeur propre de A telle que Re(\) = « et soit Z un vecteur propre associé.

X in X in
On a AZ = \Z ce qui assure que V¢t € R, et1Z = g —'A”Z = E —')\"Z =z,
n! n!
k=0 k=0

Puisque lim (etA) = 0, par continuité du produit matriciel on a lim (etAZ) =0et
t—4o00 t——4o00

donc (Z #0) tl}grn (e") = 0 ce qui assure (cf 18.) que Re(\) < 0 i.e. v < 0.

Onaxa= H (X — A)™* qui annule A par théoréme de Cayley-Hamilton et les poly-
AESP(A)
nomes (X — \)™* sont premiers entre eux deux-a-deux donc par lemme de décomposition
P ker((A-XL)™)= P Fr.
AESP(A) AESP(A)
Soit A une valeur propre de A, F) est stable par u (noyau d’un polynoéme en u), notons wu)
I’endomorphisme de F) induit par u.

des noyaux on a : C" =



22.

23.

24.

On a (uy—AIdp,)™ = 0, posons alors ny = uy —Aldp,, c’est un endomorphisme nilpotent
de F)\ et on a uy = A dp, +ny.

Puisque C* = @ F) on peut définir des endomorphismes de C™ par leurs restrictions
AESP(A)
aux Fy ; on définit donc d et n dans £(C™) par :

pour tout A € Sp(A), d et n induisent les endomorphismes A dp, et ny sur F).

Puisque, pour pour tout A € Sp(A), Adp, et ny commutent on en déduit que d et n
commutent.

De plus, u et d + n coincident sur tous les F donc ils sont égaux.
Enfin en posant D et N les matrices canoniquement associées a d et n on a bien toutes les
relations voulues a I'exception de la derniére qui n’est pas immeédiate (on sait x4 = Xp+n
mais pas tout-de-suite x4 = xp)-
On vérifie donc cette relation x4 = xp.
Puisque tous les F)\ sont stables stable par u on a par déterminant par blocs :
XA = Xu = H (XU)\) = H (XAIdF)\-i-n)\)'

AeSp(A) AESp(A)
Or , pour tout A € Sp(A), n) se trigonalise en une matrice triangulaire avec des 0 sur la
diagonale donc XAldp, +ny = XAIdp, -

Alnsi x4 = H (XAIdp,) = Xd = XD-

AESP(A)
Notons Ay, ..., A, les coefficients diagonaux de D, i.e. les valeurs propres de A comptées
avec multiplicité.
Par ailleurs notons p tel que, pour tout k& > p, N¥ = 0,, (p existe car N est nilpotente).
D et N commutent donc, pour tout t € R :
P Lk
t
t(D+N) _ JtD tN _ 3: Ait Ant U ark
e = e'Pe!Y = diag(eMt, ... e )Zk!N.
k=0
P ik
La fonction g : t — Z EN ¥ est une fonction a valeur matricielle dont les coefficients sont
k=0

des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a p, on a donc, pour tout (i,5) €
[[l,n]]Q,gi,j(t) = O ().

t——+o0
De plus, pour tout k € [1,n], Re(\y) < o donc et = . Qr (e°?).
—+00
La fonction A : t — e!P+N) est donc une fonction & valeur matricielle dont les coefficients

vérifient, pour tout (4,7) € [1,n]?, hi j(t) = , Qr (e“ttP).
— 400

Enfin, pour tout t € R, et4 = PelP+N) p=1 donc les coefficients de la fonction t — et4

sont des combinaisons linéaires de ceux de h ce qui assure que, pour tout (i,5) € [1,n]?,

viglt) =, O_(e)

En supposant o < 0, la question précédente assure que, pour tout (i,7) € [1, nﬂ2,
tileroo (vi,j(t)) =0, on a donc bien t£+mm (fa(t)) = 0p.

La réciproque de la propriété établie & la question 19 est vraie.

Soit X = (z1,...,2,) € C"™.

On procéde par implications réciproques.



i. Si X =0 on a évidemment . lim (etAX) =0.

—+00

i. Supposons que lim ( tAX) =0.

t—+o00
Puisque, pour tout ¢ € R, ef4 = Pet(D+N) p=1 on en déduit en posant Y = P71X
que
lim (Pe!PTNp-1X) =0ie lim (ePHNVY) =o0.
t——+o00 t——4o00
En reprenant les notations introduites a la question 22 et en notant Y = (y1,...,yn)
on a, pour tout t € R :
p
tHD+N)y — i A1t —
e iag(e™* ...
g(eMt, Z o
k=0
p tk
On rappelle que 'on note g : t +— Z k'N k¥ qui est une fonction a valeur matricielle

k=0
dont les coefficients sont les fonctions polynomiales notées g(; ;) ; puisque N 0=1,, le

1 sii=j
0 sii#j’

Soit i € [1,n] le i-iéme coefficient de /PNy est (el PTN)Y); = etit Zgi,j (t)y;

coefficient de degré 0 de chaque fonction g(; ;) est ¢; ; = {

On a donc lim | eM? Zgw =0.

t—4o00

Or Re()\;) > 0 donc, pour tout t € Ry, ’e i

On en déduit que hm Z gij(t = 0, or la seule fonction polynomiale de limite

nulle en +o00 est la fonction nulle on en déduit que, pour tout ¢ € R, Z gij(t)y; =0,

j=1
notamment pour ¢ = 0 on obtient y; = 0.

On adonc Y =0 or X = PY donc X = 0 ce qui achéve la démonstration.

25. L’égalité E = E; @& E; & F,, est assurée par lemme de décomposition des noyaux.
E; est stable par u, notons us I’endomorphisme induit par u sur Es.
De méme F; @ E,, est stable par u, notons u;, I’endomorphisme induit par v sur F; ® E,.
Soit X € F, il se décompose conne X = X+ X;, ot X, € Es et Xy, € E; @ E,.
Pour tout k € N, AFX = uF(X) = u¥(X;,) + b, (Xin).
Et ainsi, pour tout ¢ € R, e X = ef¥s (X)) + eftin (X;,).
Or ugs n’admet que des valeurs propres de partie réelle strictement négative, on sait donc
par la question 23 que lim (ems (X S)) =0.
t—+o0

Par ailleurs u;, n’admet que des valeurs propres de partie réelle positive ou nulle, on sait
donc par la question 24 que lim (et“m (Xin )) =0 X;, =0.
t——+00

Onadonc: lim (eMX)=0« X;,=0& X € E,.

t—+00

t——+00

On a bien justifié I'égalité Eg = {X €E| lim (eMX)= 0}.



26. On reprend le travail précédent mais en décomposant « en trois ».
E;, E; et E, sont stables par u, notons ug, u; et u, les endomorphismes induits par u sur
B, EB; et E,.
Soit X € F, il se décompose comme X = X+ X; + X,, ou X, € F,, X; € E;. et X,, € F,,.
Pour tout k € N, A*X = uF(X) = vk (X,) + uf (X;) + vk (X,).
Et ainsi, pour tout ¢ € R, e X = ef%s(X,) + ! (X;) 4 et (X,,).
En reprenant le travail fait a la question 24 appliqué & u; dont toutes les valeurs propres
sont de partie réelle strictement positive on constate que si X; # 0 alors il existe au moins
une coordonnée de e (X;) équivalente en +oc a une fonction de la forme eMP(t) avec P
polynéme non nul et Re(A) > 0 ce qui assure que, pour tout p € N, ¥ = .0 (e (X;)).

——+00

De méme, si Xg # 0 on a, pour tout p € N, tP = 0 (e'¥s (Xy)).
——00

On note maintenant G = {X € E | 3C € R%,3p € N,Vt € R, HetAXHE < C(1+[t))P} et
on montre que F,, = G par inclusions réciproques.

i. Montrons que G C E,,.

Soit X € G avec les notations correspondantes a la définition de G on a e4X =
O (tP) et et4X =0 ().
——00

t—4o00
En décomposant X € E comme X = X;+ X, 4+ X,, ou X, € E,,X; € E;. et X,, € E,,,
le travail précédent assure que X; =0et X, =0,1ie. X € E,,.

ii. Montrons que E, C G.
Soit X € E, avec les notations précédentes on a X = X, et, pour tout ¢t € R,
et X = et (X,).
La encore on reprend le 24 qu’on applique & u, dont toutes les valeurs propres sont
de partie réelle nulle.
On constate alors que toutes les coordonnées de e’ (X,,) sont des combinaisons li-
néaires de termes de la forme e* P(t) ot P est une fonction polynomiale et Re(\) = 0
donc |[eMP(t)| = |P(t)].
On en déduit donc qu’il existe un entier p (correspondant au plus grand degré des

fonctions polynomiales apparaissant dans les coordonnées de e'“" (X)) tel que
X[z = O ().

[t|—=+o0
e X

W est borné pour ¢t € R et donc que X € G.

Cela assure donc que



