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Préparation Aux Concours
Intégrales a Parametres

Theme 1 : Les Fonctions de Riemann (Centrale 2015)
II La fonction

II.A — La fonction T
I1.A.1) Soit z > 0. Montrer que t - t*“te~! est intégrable sur ]0, +oo].

+00
Dans toute la suite, on notera I' la fonction définie sur R™ par I'(z) = / telet dt.
0

On admettra que I' est de classe C*° sur son ensemble de définition, a valeurs strictement positives et qu’elle
vérifie, pour tout réel x > 0, la relation I'(x + 1) = zT'(x).

+o00
II.A.2) Soit x et a deux réels strictement positifs. Justifier 'existence de / t*~te=" dt et donner sa valeur
0

en fonction de T'(x) et a®.

II.B — La fonction 8 et son équation fonctionnelle
1
Pour (x,y) dans (R™)2, on définit B(z,y) = / t*~ 11— )y 1 de.
0

I1.B.1) Justifier 'existence de B(x,y) pour x > 0 et y > 0.
I1.B.2) Montrer que pour tous réels x > 0 et y > 0, 5(z,y) = B(y,x).

I1.B.3) Soient z > 0 et y > 0. Etablir que f(z + 1,y) = %B(mw).
rry

Ty

I1.B.4) En déduire que pour x >0,y >0, Sz +1,y+1) =
) que p y B( y+1) EFIrE—Y

B(z,y).

II.C — Relation entre la fonction [ et la fonction I'
I'(z)l
On veut montrer que pour x >0ety >0, B(x,y) = M relation qui sera notée (R).
rry

II.C.1) Expliquer pourquoi il suffit de montrer la relation (R) pour x > 1 et y > 1.

Dans toute la suite de cette question on suppose x > 1 et y > 1.
x—1

+oo u
I1.C.2) Mont = oy d
) ontrer que B(x,y) /0 (1 + u):c-‘ry u

On pourra utiliser le changement de variable t = T u
u

II.C.3) On note F, , la primitive sur Rt de t = e *t**¥~! qui s’annule en 0. Montrer que

vVt e R, F, ,(t) <T(z+y)

z—1

I1.C.4) Soit G(a):/+oo( “
0

——F 1 .
1+u)x+y z,y(( +u)a)du

Montrer que G est définie et continue sur R*.

I1.C.5) Montrer que aginoo G(a) =T(z +y)B(x,y).

I1.C.6) Montrer que G est de classe €' sur tout segment [c,d] inclus dans R™*, puis que G est de classe C!
sur R**.

I1.C.7) Exprimer pour a > 0, G'(a) en fonction de I'(z), e~® et a¥~!

II.C.8) Déduire de ce qui précede la relation (R).
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IIT La fonction digamma
On définit la fonction ¢ (appelée fonction digamma) sur R™ comme étant la dérivée de z + In(I'(z)).

Pour tout réel z > 0, ¥(x) = 1;(@))
x

1
ITI.A — Montrer que pour tout réel > 0, ¥(z + 1) —¢(z) = —.
T

III.B — Sens de variation de v

R 0
ITI.B.1) A partir de la relation (R), justifier que 8—5 est définie sur (R**)2.

3 9]
Etablir que pour tous réels z > 0 et y > 0, a—ﬂ(:my) = Bz, y)(Y(y) —P(z +y)).
Y
IT1.B.2) Soit x > 0 fixé. Quel est le sens de variation sur R** de la fonction y - 8(z,y) ?

IT1.B.3) Montrer que la fonction 1) est croissante sur R**.
III.C — Une expression de 1 comme somme d’une série de fonctions
ITI.C.1) Montrer que pour tout réel x > —1 et pour tout entier n > 1

w(l—i—m)—w(l):w(n—kx—&-l)—z/z(n—&-l)—i-i(%—m%)
k=1

ITI.C.2) Soit n un entier > 2 et « un réel > —1. On pose p = E(x) + 1, o E(z) désigne la partie entiére de x.
Prouver que

p+1
n

0< ¢(n—|—a:+ 1)_¢(n) < Hn+p_Hn—1 <

ITI.C.3) En déduire que, pour tout réel z > —1,

w<1+x>w<1>+:§°§(1 =)

n n—+x
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Theme 2 : La transformée de Fourier (CNC 2003)

On travaille dans C¥, qui est ’espace vectoriel de toutes les fonctions de R dans C ; on notera
aussi C°(R) (resp. CP(R), C*(R)) le sous-espace vectoriel des fonctions continues (resp. de classes
CP, C*) a valeurs complexes. Pour toute fonction f € C¥ et tout réel z, on pose

far= [ e

—00

lorsque cette quantité a un sens.
Quand elle est définie, La fonction f s’appelle la transformée de FOURIER de f.

II. QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE FONCTION

1. Transformée de Fourier d'une fonction intégrable

(a) Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur R ; montrer que pour tout
réel z, f(x) est bien définie et que la fonction f est bornée.

(b) Sien plus f est continue, montrer que f est aussi continue.

2. Transformations

(a) Montrer que l'application ' : ¢ — ¢, définie sur I'espace vectoriel des fonctions
complexes continues par morceaux et intégrables sur R, a valeur dans CF, est linéaire.

Dans la suite de cette question, f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R.
(b) Vérifier que pour tout réel a, les fonctions f, : t — f(t —a)etqf : t+— f(at) possedent
des transformées de Fourier et montrer que
1
lal

Vo eR, ful@)=ef(z) et of(x)=f(>)(a#0).

ISERS

(c) Exprimer de méme la transformée de Fourier de I'application t — f(t)e’ en fonction de
celle de f.
(d) Si f est paire (resp. impaire), donner une expression de sa transformeé de Fourier sous

forme d’une intégrale sur [0, 4o0].
(e) Que peut-on alors dire de la tarnsformée de Fourier d"une fonction réelle et paire (resp.
impaire).
3. Dérivation

On considere un élément f de C1(R) ; on suppose que f et f’ sont intégrables sur R .

(a) Montrer que f tend vers 0 en t-o0.

(b) Montrer alors que

VzeR, fl(z)=izf(z),
puis en déduire que f tend vers 0 en +oo.

(c) On suppose de plus que 'application g : t +— tf(t) est intégrable sur R ; montrer que f
est de classe C! sur R et que

VzeR, (f)(z)=—ig(z).
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II1. UNE FORMULE D’INVERSION

A- Un autre exemple
2 Foo
Dans cette section, h désigne la fonction ¢ — e~*" ; on admet que / h(t) dt = /7.

—00

1. Vérifier que h est bien définie, dérivable sur R et qu’elle satisfait I'équation différentielle

X
y’+§y:0- (1)

2. Résoudre I'équation différentielle (1) et donner I'expression de h.

3. Donner alors l'expression de la transformée de Fourier de la fonction ¢ e € &> 0.
B- Application a la formule d’inversion

Dans cette section, f désigne une fonction continue, bornée et intégrable sur R telle que f soit
aussi intégrable sur R. Soit (&), une suite de réels strictement positifs tendant vers 0.

1. (a) Soit v € C°(R) une fonction intégrable sur R. En utilisant le théoréme de la convergence
dominée, montrer que

+oo 5 +oo
lim v(y)e Y dy :/ v(y) dy.

—
n—+00 — o0 —0o

(b) Montrer de méme que si w € C°(R) est une fonction bornée alors pour tout z € R,

+o0
lim w(z + eny)e ™V dy = w(z)V/r.

n—=+oo /o

2. Montrer que, pour tout n € Net tout z € R,

+oo +o0o ) 2 +oo 5
/ f(t) (/ e~ Wt—w)=Eny dy) dt = 2\/7?/ flz+2y/e, s)e”® ds.

—00 [e.9]

3. Soit £ un nombre réel.

(a) Justifier que, pour tout couple (p, ¢) d’entiers naturels non nuls et tout e > 0,

P q q 4
izy—€y? t)e it dt) dy = ¢ ( —iy(t—z)—€y* g ) dt.
/f (Aﬂk ylﬂﬂ>/f y

(b) Montrer que, pour tout e > 0,

—+00 ) 5 q . —+o0 . 2 +o0o .
1151_1 e ryEY (/ f(t)e Wt dt> dy = / e Y=Y </ f(t)e Wt dt> dy.
q—T00 —00 —q —00 —00

(c) Montrer que, pour tout entier naturel non nul g et tout e > 0,

. I - (t—z)—€y? 7 oo —iy(t—z)—Ey?
pgrfoo f(t) </ e Y dy> dt:/ f(t) (/ e Y dy) dt.
—q -p —q —00

(d) En déduire que, pour tout ¢ > 0,

+OO +OO . 2 +OO 2 A
[ ([ e ) e [ a,

4. Montrer alors que, pour tout z € R,

f@ =g [ it ay

2 J_
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Theme 3 : Produit de Convolution (CNC 2024)

Pour tout réel strictement positif ¢ , on considere les deux fonctions f, et g, qui sont définies sur R par,

0 siz <0
tef(z) siz>0 ‘

filz) = e_té et g (x)= {

Partie 3 : Produit de convolution et une transformé

Dans la suite du probleme, on note E I'ensemble des fonctions h continues sur, R a valeurs réelles, telles qu’il existe
un réel positif M et un réel strictement positif A vérifiant YV € R, |h(z)| < M f,(Az).
On admet le résultat suivant : si ¢ une fonction continue de R* dans R telle qu’il existe deuz applications ¢,

et ¢y continues sur R et intégrables sur R, vérifiant ¥(z,y) € R% |0(z,y)| < 6,(x)dy(y), alors les deuz expressions

+00 00 +00 +00
/ ( gb(:my)d:c) dy et / ( ¢(x,y)dy> dzx sont bien définies et elles sont égales.

—00 —00
On rappelle que 'ensemble des fonctions continues sur R & valeurs réelles, noté (R, R), muni des deux lois” +” et

nn

" usuelles est un R-espace vectoriel.

1. Montrer que (E,+,.) est un R-espace vectoriel et que la fonction f, est un élément de E.

2. Soient ¢ et ¢ deux éléments de E. On note ¢ % 1) 'application définie, pour tout réel x, pour lequel l'intégrale
+oo
existe, par (¢ x)(z) = / o(u)(z — u)du.
—00

a) Montrer que ¢ 1) est définie sur R.

)

b) Montrer que ¢ * ) =1 .

c¢) Déterminer f, x f,.
)

d) Montrer que ¢ * 1 est un élément de E.



+oo
3. Soit ¢ un élément de E. On définit la fonction p par (z) = / e " p(u)du.
o0

a) Montrer que @ est bien définie sur R.
b) Montrer que 3 est de classe €2 sur R et déterminer, pour tout x de R, les expressions de @'(z) et 9" (),
chacune a I'aide d’une intégrale.

4. Soient ¢ et ¢ deux éléments de E.

a) Montrer qu'il existe un réel strictement positif a tel que, pour tout couple (z,u) de R?,

u? + (2 —u)? > a(u? + 2?)

b) Montrer que / oo((p x 1) (x)dx = / N U(x)dz. N Y(z)dz.

—00 oo —00

c) Montrer que, pour tout réel w, (¢ * ¥)(w) = P(w).H(w).

Partie 4 : Une suite de fonctions construite a partir du produit de
convolution

+00
On note E; I'ensemble des fonctions ) de E telles que / Y(z)dz = 1. Pour toute fonction ¢ de E;, on considére
o0

la suite (g{)n)nZ | définie par ¢; = ¢ et pour tout entier n >, b, = 0,1 %P
1. Montrer que, pour tout entier n > 1,9, est un élément de E;.
2. Déterminer, pour tout entier n > 1 et pour tout réel z, ¢, (z) en fonction de ¢(z) et de n.

3. Dans cette question, on prend ¢ = (, / %) f;, ou f, est la fonction définie au début du probleme.

a) Montrer que, pour tout entier n > 1, il existe un réel C,, (t), a déterminer, tel que
22
Ve eR; ¢,(x)=C,(t)e "2 .
b) Montrer qu'il existe une constante réelle v strictement positive, tel que pour tout entier n > 1 et pour tout

. - 2
réel u, ¢, <u %) =e".

4. Soit ¢ un élément quelconque de E;. On pose pour tout entier naturel non nul n

+00 Foo
M,, = / uf,, (u)du, M, o= / u?¢, (u)du et V, = M, — Mz,l

)
—00 —00

a) Montrer que la fonction 5; admet un développement limité a I'ordre 2 en 0 dont on précisera les coefficients
a l'aide de M,, , et de M, ,.
b) En déduire que M, ; =nb;, et V, =nV].

5. On suppose de plus dans cette question que la fonction ¢ vérifie M, ; = 0. Déterminer hlil @ (u %)
’ n—+00
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Theme 4 : Transformée de Laplace (CCP 2011)

Dans tout ce probléme, on note :

— F(IR",IR) I'ensemble des applications de IR* dans IR ;

— E T'ensemble des fonctions f : IR" — IR, continues, telles que, pour tout & > 0 réel, la
fonction ¢t — f(t)e™*! soit intégrable sur IR ;

— F T'ensemble des fonctions continues et bornées sur IR™.

Pour tout f dans FE, on appelle transformée de LAPLACE de f et on note L(f) la fonction
définie pour tout z > 0 réel par :

—+o00

L(f)(x) = ft)e " dt .

1. Question préliminaire
Soient a € R et f : [a,+00[— IR une fonction continue par morceaux. Pour tout = dans

[a, +00l, on pose : i
F(x) :/ f(t) dt.

On considére les propositions suivantes :
(i) f est intégrable sur [a, +o0];

(ii) F' admet une limite finie en +oc.

Donner, sans démonstration, toutes les implications possibles entre (i) et (ii) lorsque :
(a) f est positive sur [a, +00[;

(b) f n’est pas positive sur [a, +00].
PARTIE I : Exemples et propriétés

2. (a) Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de F(IR™,R).
(b) Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

(c) Justifier que £ est une application linéaire de E dans F(IR],IR), espace vectoriel des

applications de |0, +oo[ dans IR.

3. (a) On considére la fonction U : IR* — IR définie par U(t) = 1. Déterminer L(U).
(b) Soit A > 0 réel. On considére la fonction hy : [0, +oo[— IR définie pour tout ¢ > 0 réel

par :
h)\(t) = e*’\t

Démontrer que hy est dans E et déterminer L£(hy).



4. Soient f dans F et n dans IN. On considére g, : t — t" f(t) de [0, 400[ dans IR.
Pour x > 0, justifier de 'existence de A > 0 tel que t"e %! < e pour tout t > A.

En déduire que g, est un élément de F.

5. Transformée de Laplace d’une dérivée
Soit f dans E de classe C!, croissante et bornée sur [0, +o0o[. Démontrer que f’ est encore

dans E et que I'on a :

vz €]0, +oo[, L(f)(x) = zL(f)(x) — f(0) .

6. Régularité d’une transformée de Laplace
(a) Démontrer que pour tout f dans E, la fonction £(f) est de classe C' sur |0, +o0] et
que Pon a L(f) = —L(g1) ot g, a été définie a la question 4.

(b) Démontrer que pour tout f dans E, la fonction L£(f) est de classe C™ sur |0, +o00[ et
pour z > 0 et n € IN, déterminer £(f)™(z) & I'aide d’une transformée de Laplace.

PARTIE II : Comportements asymptotiques de la transformée de
LAPLACE

Dans toute cette partie, f est un élément de E.

7. On suppose dans cette question que f est dans F.
(a) Déterminer la limite en +o00 de L(f).

(b) Théoréme de la valeur initiale
On suppose, de plus, que f est de classe C' et croissante sur IR", avec f’ bornée sur
R".
Démontrer que lim zL(f)(x) = f(0).

T——+00

8. Théoréme de la valeur finale
On suppose dans cette question que tlim f(t) = ¢ ou £ est un réel. Soit (a,),ew une suite
—+00

de réels strictement positifs qui converge vers 0.

(a) Démontrer que f appartient a F.

+o0
(b) Soit n un entier naturel. Démontrer que a,L(f)(a,) = / hy(x) dx ou h, est la
0

fonction définie sur [0, 400 par h,(z) = e *f (i)
Qn

(c) En déduire, a l'aide du théoréme de convergence dominée, que hlf an  L(f)(a,) = L.
n——+0o0

(d) Lorsque ¢ # 0, déterminer un équivalent de £(f)(z) en 0.

+00
9. Dans cette question, on suppose que f est intégrable sur IR et on pose R(x) = f(t)dt

pour tout z dans [0, +o0. ’



(a) Démontrer que R est une fonction de classe C! sur [0, +o00[ et déterminer R’
En déduire que, pour tout > 0 réel, on a : L(f)(z) = R(0) — 2L(R)(z).

(b) On fixe € > 0.
Justifier de 'existence de A réel positif tel que pour tout t > A, on ait |R(t)| < e.

En déduire que, pour tout > 0, on a :
A
L))~ RO)| <o [ IR de+=
0

(c) Démontrer que L£(f) se prolonge par continuité en 0 (on précisera la valeur en 0 de ce

prolongement).

PARTIE III : Application

10. Calcul de l’intégrale de Dirichlet
int
Ici f est la fonction définie par f(0) =1 et f(t) = % pour ¢ > 0 réel.

(a) Démontrer que la fonction F : IRY — IR définie par F(x) = / f(t) dt admet une
0

limite réelle ¢ en +oo.

(n+1)m
(b) En considérant la série Zun ol u, = / |f(t)] dt, démontrer que f n’est pas
n>0 nmw

intégrable sur IR™.

(c) Soit x > 0. Démontrer, en détaillant les calculs, que pour tout X > 0 on a :

b
1
/0 (s1117f)e_3”tdzf:—1+x2 (e7**(zsin X + cos X) — 1) .

Démontrer que la fonction ¢ — (sint) e=* est intégrable sur IR™.

+oo
Déterminer alors / (sint) e”*" dt.
0

(d) Déterminer, pour x > 0, une expression simple de L(f)(x) et en déduire /.
Pour cela, on pourra utiliser le résultat suivant (la démarche de la preuve étant identique
a celle de la question 9) :
Lorsque f dans E vérifie hIJP / f(t)dt =¢ € IR, alors hIT(l) L(f)(z)=".
T—>+00 0 T—>

On notera que, par rapport & la question 9, on a remplacé I’hypothése f intégrable sur
X

IR par 'hypothése lim / ft)dt =1 € R.
T—=+00 Jo



Theme 5 : Intégrales de Wallis (Mines 2023)

Préliminaires

Dans tout le sujet, 'intervalle | — 1, +oo[ de R est appelé I et o et f sont les fonctions,
de R dans R, définies par :

et

w/2
fla) = / (sin(1))® d.
0
On se propose, dans cette épreuve, d’étudier f (domaine de définition, régularité, varia-

tions, convexité, développement éventuel en série entiere,...) puis, dans la derniére partie,
de montrer qu’elle est la seule fonction numérique a vérifier certaines propriétés.

1 Calcul de (1)

1 > Déterminer le domaine de définition de ¢ puis justifier que o est continue sur
celui-ci.

2 > Exhiber deux nombres réels « et 3 tels que :

™ 1
Vn € N¥, / (at? + Bt) cos(nt) dt = —,
0

n2

puis vérifier que si t €]0, 7], alors :

. & B sin (W) 1
Vn € N¥, kz::lcos(k:t) = (é) -5

3 > Justifier que, si ¢ est une application de classe C! de [0, 7] dans R, alors

™

lim @(t) sin(zt) dt = 0,

rz——+00 Jo



et en conclure que

2 Equivalents
4 > Déterminer le domaine de définition de f puis vérifier que

Veel, (x+1)f(x) =(x+2)f(z+2).

5 > Justifier que f est de classe C2, décroissante et convexe sur I.
6 > Donner un équivalent simple de f(z) lorsque x tend vers —1.

7 > Montrer que pour tout entier naturel n,

T
f(n)f(n+1) = 2t 1)
puis que :
s
f(z) oo 2%

8 > Représenter graphiquement f en exploitant au mieux les résultats précédents.



