Centrale 2009. Option MP. Mathématiques I.I

Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

Partie I. Questions préliminaires.

1) La fonction I est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1] et prend la méme valeur 1 en 1 et en 2 d’olt la conclusion
par le théoreme de Rolle. [
+oo
2) Pour tout z > 0 on a I''(z) = / (Int)?e """t dt > 0 par le théoreme de positivité stricte de I'intégration.

0
Il en découle que I est strictement croissante sur ]0, +o00[ donc strictement positive sur [2, 400 puisqu’elle s’annule
en ¢ < 2. Donc la fonction I" est strictement croissante sur [2,+oco[ O
3) Vu que I'(n + 1) = nl, il découle déja de la question précédente que I'(x) p—— +o0.
T—T00
Le résultat demandé est donc évident si v < 1.

Supposons désormais v > 1 et pour x > 2 notons n, la partie entiere de = — 1.

T Nge+2

< =
[(z) = D(ng+1) o
Or lorsque x — 400 il en va de méme de n, donc lorsque x — o0 il vient par la formule de Stirling:

2 Ny
Azx) ~ 7—% X 111 X (Z—i) r (E) = e_"m(lnnm_ln(ﬂye)) ——— 0. Donc A(z) également.

Ny r——+00
Il découle alors de (1) que v* = o(F(:c)) au voisinage de +o0o pour y > 1.

A(z) (1)

Comme les fonctions  — v et T sont croissantes sur [2, +oo], il vient que 0 <

En conclusion y* = o(I‘(:z:)) au voisinage de +oo pour tout réel v > 0. O

Partie II. Comportement asymptotique de la somme d’une série entiére
au voisinage de la borne supérieure de son intervalle de convergence.

A.1) Supposons qu’il existe t; > to telque ¢(t1) < 0. Comme ¢ décroit sur [t1,+o0], il vient |p(t)| > |o(t1)| pour
t > t1. Par le principe de comparaison des fonctions positives, il en résulte que ¢ n’est pas intégrable en +o0.
Contradiction. Ainsi ¢ est positive sur [tg, +oo[. O

A.2.a) Pour tout entier n tel que n > EO + 1 il vient que ¢ est positive et décroissante sur [(n — 1)h,nh] donc

nh
0<hsmn < [ st O
(n—1)h
4o nh +oo
A.2.b) Comme ¢ est intégrable sur [0, +oo[ la série Y ¢(t) d t converge (et a pour somme / ¢(t)dt) donc,
n=1J(n-1)h 0

—+o0
par le principe de comparaison des séries & termes asyptotiquement positifs, la série Y h¢(nh) converge. O
0

“+oo
A.3) Soit € > 0 donné quelconque et soit A > 0 fixé tel que A > to + 1 et / p(t)dt < e.

A-1
Soit Nh = [%]
DEF

e Pourn>Np+let0O<h<lonan>—+1.En effet N}, > EcarNh

S bo
h
nh
Donc d’apres A.2.a. il vient que 0 < ho(nh) < / @(t)dt pour tout n > Ny, + 1.
(

n—1)h
(e’ e o] e <] o0 o
Donc 0 < +Z h¢(nh)§/+ (b(t)dtetOg/Jr pt)ydt— h¢(nh)</+ p(t)dt < e

Np+1 Nph Nph Np41 Nph

En effet Nyh > (% —1)h=A—h> A—1. En conclusion partielle on a donc :

+OO Nhh
/ dt—ZMbnh‘ a+’/ dt—Zh(I)nh‘ Vh €]0,1]
0

Nhh
° OrA—thhthdoncNhhh—0>Adesorteque/ dth—0>/ o(t)
— 0 —

A(h) =

DEF

Np—1
Par ailleurs Ry, (¢) = h }Z ¢(nh) + (A — Nph)p(Nph) est une somme de Riemann de la fonction ¢ sur [0, A] de
n=0

A
module h (car 0 < A — Nph < h) donc tend vers / ¢(t) dt lorsque h tend vers 0.
0
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Or % h®(nh) = Rp(¢)+ (h — A+ Nph)p(Nph) et (h— A+ Nph)p(Nph) tend vers 0¢(A) = 0 donc % h®(nh) tend
0 0

A
également vers / o(t)dt
Nhh Ny
Il en découle qu’il existe o > 0 tel que ‘ / t)ydt — Z h®(nh) ‘ e pour 0 < h <

+o0 too
e En conclusion ‘ / o(t)dt — hz gb(nh)’ < 2e pour 0 < h < min(1, a).
0
+oo +oo ’
Ainsi hlim h > ¢(nh) = o(t)dt O

=0t =0 0

B.1) Contrairement & ce qui est dit dans I’énoncé on supposera a > 1 (sinon pas de prolongement par continuité en
0) et alors g, est bien continue et intégrable sur [0, +o0o[ (Cf domaine de définition de la fonction I'). En outre g,
décroit sur [o — 1, +oo| par calcul de sa dérivée.

Ainsi pour a > 1 la fonction g, vérifie bien les conditions du II.A. O

En notant que (—1Inz) tend vers 0% lorsque  — 17, la question précédente montre que :
+oo t+oo
111{1 (—Inz) > go(—nlnz) = / goa(t)dt =T(a) O
rx—1— n=0 0
“+oo
Or go(—nlnz) = (—Inz)* n>" 12" de sorte que linlni(— Inz)* Y n* la" =T(a) (1)

n+1)a 1 n+1|
|noz 1 n|

a-1
B.2) I (1 + 1) || — |z| donc par la regle de D’Alembert la série converge pour |z| < 1

et diverge pour |x| > 1. Ainsi le rayon de convergence de > n*~1z"
() ()
(=nz)* (1-2z)

Partie III. La premiére fonction eulérienne.

est égalal [

(1) ci-dessus montre alors que lorsque x — 17 : Sy (x) ~

A.1) Soient a et 8 deux réels quelconques et soit ¢(t) = t*~1(1 —¢)#~1L.
La foncton ¢ est continue donc localement intégrable sur |0, 1].
Au voisinage de 07 on a ¢(t) ~ t*~1 > 0. Donc ¢ est intégrable en 0 si et seulement si t — t*~! I'est soit si et
seulement si a > 0.
Au voisinage de 1~ on a ¢(t) ~ (1 — )%~ > 0. Donc ¢ est intégrable en 1 si et seulement si ¢ — (1 — )5~ T'est
soit si et seulement si G > 0.
En conclusion B(«, 3) est défini si et seulement si « > 0et > 0. O

A.2) Le changement de variable ¢ — u = (1 — t) qui est bien un C!-difféomorphisme de ]0, 1| sur lui-méme montre
immédiatement que B(a, §) = B(8,«). O

de méme le changement de variable ¢t — u = % qui est un C!-difféomorphisme de ]0, 1[ sur |0, +oo[ montre

400 tafl
ue B(a, () = ——dt 0O
q (o, B) /0 (1 +t)a+ﬁ

Soient a et b tels que 0 < a < b < 1. Une intégration par parties (en dérivant t* et en primitivant (1 — ¢)#~1)
b «
t*(1 — t
fournit : / t*(1—t)P~tdt = [ ( ﬁ/ 11 —t)Pdt
a

En faisant tendre a vers 0% et b vers 1~ 11 vient (le terme entre crochets tend vers 0 car « et 3 sont positifs et les

ap

1 5 Bla ) (1)

Or B(a,f+1) = / (1= (1~ t)dt = B(e, 8) = Bla+1,8) (2)
0

(la linéarisation ci-dessus étant bien licite puisque les deux intégrales B(a, 8) et B(a + 1, 8) convergent)

a,B) O

intégrales convergent) : B(a +1,3) =

Ll
a+p
B.1) Supposons l'assertion vraie en (a + 1,5) ce qui s’écrit, compte tenu de A.2.(iii) et de I'(z + 1) = «['(x) :

a al' ()T (5) : INCIINEE)
—B(a, f) = ———=—"—+— soit B(a, f) = =———+
a5 g+ ) PO e )

Compte tenu de A.2.(i), si elle est vraie en (a, 5+ 1) elle est également vraie en (a, 3).

(1) et (2) fournissent alors B(a+ 1,3) =

. Ainsi Passertion est également vraie en (a, f3).

~ Centrale-2009-maths1-correction. TgX page 2 ~



Il en découle que si Iassertion est vraie en (o + 1,5 + 1) elle est également vraie en (a, f3).

Supposons ’assertion vraie si « et 3 sont tous deux strictement supérieurs a 2 et soient « et § deux réels quelconques
strictement positifs. Alors l'assertion est vraie en (« 4 2,0 + 2) donc en («, 3) en itérant deux fois le résultat
précédent. [

B.2.a) Comme « et § sont strictement supérieurs & 2, @ — 1 et 3 — 1 sont strictement supérieurs & 1 donc 1, 5 est de
classe C! sur [0, 1] donc y est lipschitzienne d’apres le théoreme des accroissements finis. [

n—1 r(k+1)/n

B.2.b) En remarquant que u,(a,3) = > Ya,8(—)dt, il vient clairement :
k=0Jk/n n
n=t rlktD/n k ol p(krD/n k R Aap  Aa
|B(a, B) — un(a, B)] < 37 [Va,5(t) — Ya,p(—)dt < Z/ Agplt—2)dt = S _fab
k=0 Jk/n n o Jk/n n o 21 2n

B.2.c) Comme « et [ sont strictement plus grands que 2 donc a fortiori que 1, on peut utiliser les résultats de la
question I1.B.2).
Ainsi pour z € [0,1] les séries définissant S,(z) et Sz(x) convergent absolument donc leur produit de Cauchy

—+o0
>~ epa™ converge vers le produit S, (2)Ss(x).

n=0
n n—1
Oren= 5 prg/ = S ko= k)P = 5 (5) 7 (1= B) e < (o, e
p+q=n k=0 k=0 T n
+oo
Ainsi S, (2)S5(7) = 3 up(a, B)n*TF-1zn Vo e0,1] O
n=0

Donc So(2)Ss(x) — Bla, 8)Sa+s(z) = Jrzo:o (un(a, B) — B(a, B))not0=1zn

n=0
N, Anp X _ Agp T2 _ Aa
Or | z—:o (un(o, B) — B(a, B))n> P 1am| < Tﬁ noth=2zn < Tﬁ S poth=2pn = Tﬁ wt—1(2)

n=0 n=0
pour tout entier N et tout réel = de [0, 1].

Donc |Sa(2)S5(x) — Blov, f)Sass ()| < %saw,l(x) vz e0,1] O

Multiplions I'inégalité précédente par (1 — x)*+# qui est bien positif.

Comme a, 8, a4+ et a+ § — 1 sont tous strictement plus grands que 1, on peut utiliser le résultat de I1.B;2.b).
Ainsi (1 —2)**?S,15-1(z) ~T(a+ B —1)(1 — ), donc le membre de droite tend vers 0 lorsque z — 1.

Par ailleurs (1 — )7 S, (2)Ss(x) tend vers I'(a)T(3) et (1 — 2)* P B(a, 8)Sats(x) tend vers B(a, B)I'(a + 3).
Ainsi le membre de gauche tend d’une part vers |T'(a)I'(8) — B(a, 8)I'(a + ()| et d’autre part vers 0.

Donc I'(a)T'(8) — B(«, B)T'(a + B) = 0 pour « et 3 strictement plus grands que 2. O

Mais c’est encore vrai pour o > 0 et § > 0 d’apres IIL.B.1).

AinsiB(a,ﬁ)—% Ya>0 V>0 O

C.1) Pour o €]0,1[on a a > 0 et 1 — v > 0 donc la question précédente fournit B(e,1 — o) = I'(a)I'(1 — &) qui du
fait de la continuité de la fonction I" sur ]0, +00[ est bien une fonction continue de « sur ]0,1[. O

C.2.a) Posons o = 2p+1 et f=1-— M
2q 2q

Notons bien que « €]0, 1] car p et ¢ sont deux entiers tels que 0 < p < ¢ (donc 1 < 2(q — p))

+oo 4(2(p—a)+1)/2q
Alors IIT.A.2.(ii) fournit B(2p2+ 1 ,1— 2p + 1) = B(a, ) = / - dt
0

q 2q 1+t
Le changement ¢t — u = t'/24 qui est bien un C'-difféomorphisme de 10, +00[ sur lui-méme montre que la derniére
+oo 2p
u
intégrale vaut également 2q/ ——-du (car du = t'=24d ¢)
o 14+u™

+oo 2p
t

Ainsi si p et ¢ sont deux entiers tels que 0 < p < ¢ alors B(2p+1,1— 2p+1) = 2q/ —-dt
2q 2q o 1+t%

C.2.b) Notons w = €27/24_ Les racines de X297 + 1 sont zy = e'™/24¢ = ! HD7/2¢ pour ¢ variant de 0 & 2¢ — 1
= —zy pour ¢ variant entre 0 et ¢ — 1.
qg—1
Donc X249 +1= ] (X — zi)(X + 21)

k=0

Or zgq¢ = €™ 2
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P(X)  X?
QX)) X*+1

Comme la partie entiere de est nulle du fait que p < ¢, la décomposition en éléments simples de

L q—1 Qg 675 . P(Zk)
R(X) est de la forme (en tenant compte de la parité) R(X) = > ( - ) et on sait que o, = —
k=0 \ X — 2z X + 2 Q' (2k)
221) 22p+1 )
Donc o, = —H%— = —Z— car 2/ = —1.
2qz;, 2q
2p q—1
Ainsi 75( S Zzzzpﬂ( o )
X141 2q ;= X -z X+2z
C.2.c) On peut le vérifier par simple vérification mais on le retrouve naturellement en écrivant (pour ¢ = a + b
avec b #£ 0) que _ _t-at b = t—a + 1 b ce qui fournit immédiatement la primitive

t—c  (t—a)2+b® (t—a)?+b®  (t—a)®+b?
donnée. [

En notant z = ax + ibx il en découle que pour A > 0 on a :
A 2 2
1 1 1 t— b71A t— t A
/ ( — )dt:—[ln%] —|—i[arctan( ak)—i—arctan( +ak)}
0o M-z t4 oz 2L (t+ag)* +bilo by, by, 0

= %111% — O+i(arctan(A;kak) + arctan (Az_—kak)) -0

Or by = sin (2k2+ 17r) >0 car 0 < k < ¢g—1 donc en faisant tendre A vers +oo il vient que :
q
Foo 1 1 T )
( — )dtzO—l—z(——i——):m.
0 t—z t+2z 2 2
+oo t2p
La décomposition C.2.b) fournit alors / — z— Z 2t
0 14+t q 2q =0
=1, 2k+1 , =1, k 1 — ¢!@p+1)7
2 1 X3 ™ X2 ™ X2 ™ 3 ™ €
Or S = Z 220t kz_:o (e (2p+1) /2q) — (i2p+1)7m/2q kz::o (e (2p+1) /q) — ¢i(2p+1) /%W
z(2p+1)7r/2q 2 —1
T A g n/a T omiCptDn/2q _ gCptDT/24 | gip (2p + 1)7/2q)
+oo t2p T
Ainsi / 5o dt = -
o 14t 2qsin ((2p + 1)7/2q)
C.3) Pour tout réel « de |0, 1] de la forme a = 2+l avec p et ¢ entiers on a comptetenu de ce qui précede :
400 t2p
I‘(a)F(l—a)zB(a,l—a):2q/ ——-dt = — T = — T (1)
I sin ((2p+ 1)7/2q)  sin(am)

avec p et ¢ entiers est dense dans RT. En effet soient a et b réels tels

2p+1

Or I'ensemble des réels de la forme 2p+1

que 0 < a < b, ¢ un entier tel que 1 <b—aet 2i < a et soit p le plus grand entier tel que < a (cet entier
q q

2p+3
2q

existe bien puisque %0 < a). Alors a < < b clairement compte tenu du choix de ¢ et de p ce qui prouve bien
q

la densité annoncée.

Il en découle naturellement que si on se restreint aux entiers tels que 0 < p < g on obtient un ensemble dense dans
10, 1].

Compte tenu de (1) et de la continuité de la fonction o — T'(a)T'(1 — «) on obtient la formule des compléments

MNa)'(l—a)=— Va €]0,1] O
sin(am
Partie IV. L’opérateur d’Abel.
Al) t— p(t) = % est continue donc localement intégrable sur [0, z[. En outre |¢(t)] < % ce qui

prouve son caractere intégrable en 2~ (donc sur [0, z[) puisque o < 1. O
A.2.a) Pour z €]0,1], le changement ¢t — u = t/x qui est un C!- difféomorphisme de ]0,z[ sur ]0, 1] montre que

1
Aof(x) = xl_o‘/ % du. Résultat encore vrai si z = 0 car 0~ = 0 puisque « < 1.
0 —Uu

AinsiAaf(a:)—xlo‘/Ol%dt Ve e[0,1] O
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fat) dt est continue sur [0, 1]. Notons g(z,t) = f(zt) . Alors :
(1) (1—t)

o 1 +— g(x,t) est continue sur [0, 1] pour tout ¢ €]0, 1]
e {+— g(x,t est continue (donc a fortiori par morceaux) sur ]0, 1] pour tout x € [0, 1]

o |g(z,t)| < g(t) = % pout tout (x,t) € [0,1]x]0,1[ et g est bien intégrable sur 0, 1]

Le théoreme de continuité de Lebesgue d’une intégrale & parametre prouve alors le résultat. [

1
A.2.b) 1l suffit de prouver que z — /
0

A.2.c) 1l en découle que A, est bien une application de F dans E. Elle est clairement linéaire.
Par ailleurs pour f € F et z € [0,1] :

' Ydu
|Aaf($)|<xl—a‘/0 %dt:xl—a”]p”/o u_a:xl—a ”f” < ”f” (1)

Donc || Ao f| < [l ce qui prouve que A, est continue et que |||A4,]|| < L

1l-a 1-—a
xlfa
En outre avec la fonction fy constante égale & 1 qui appartient & la sphére unité de E, il vient A, fo(x) = 1
-«
. 1
donc || Axfoll = ce qui prouve que |||4A,]|] = ——.
11—« 11—«
En conclusion 4, € L.(E) et |||Aa]|| = % O
-«
L@ 1 = ! et on retrouve l'avant derniere inégalité

B.1.a) L’inégalité proposée est vraie pour n =1 car ———— = —
) Linégalité prop P T1+8 B l-a
établie au (1) ci-dessus.
Supposons I'inégalité vraie jusqu’au rang n — 1 avec n > 2. En notant que A” f(x) = Ang(z) avec g(x) = A1 f(z)
1
t

il vient que |A” f(x)| < xﬁ/ M)L

o (1—1%)
(wt)- D01 ()

'l+(n—-1)p)

- (N Rl
|AR f(2)] < 2™P| f]| x Ta+(m-1)08) /0 (1—t)” .

Or par hypothese de récurrence on a |g(xt)| <

II£1] Donc :

I+ (-1
I'(1+np)

Or la derniere intégrale n’est autre que B(l + (n—1)p5, B) soit d’apres la partie II1.B.

AT (B)

Finalement on obtient bien |A” f(z)| <
421@) < T

O

I £ et Vinégalité est vraie pour tout entier n > 1 par récurrence.

B.1.ba) A? est évidemment continu en tant que composé d’endomorphismes continus et 'inégalité ci-dessus montre

I g
que 42/ < =i 7| done que [ 42]| < =i D)

I'(1+np) I'(1+np)
B.2. Soit ¥ > 0 donné quelconque. Notons a = yT'(3) et b = a'/5.
n n n3
Il vient 7"1—‘7@ = L x =2 = ! b

T(1+nB) nB TmB) nf  T(nh)

, oo ~ " (8)
1 ——— =0 d’apres 1.3) d 1 n— = O
Or Hm Td) 0 d’apres 1.3) donc Ly T+ 1) 0 Vy>0

B.3.a) D’apres B.1) et B.2) on a v"||A%f|| = o(1) lorsque n — +oo.
1 1

Done |\ Az f]| = 3 x )" 14251 = o(55)

Ce qui prouve la convergence normale donc uniforme de la série sur [0,1]. O

N
B.3.b) La suite gy = > A" A" f converge donc uniformément vers g c’est & dire pour la norme uniforme sur [0, 1],

n=0
N+1
norme pour laquelle A, est continu. Donc AA, (gn) converge (uniformément) vers AA,(g) c’est a dire Y, A"A"f
n=1

+oo
converge vers AA,(g) en d’autres termes Y, A"A” f = AA,(g).

n=1

Il en découle que (IdE — )\Aa)g =f. O
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+oo
B.3.b) On prouverait exactement de la méme maniere que Y. A"A%f = g(AA,) donc que g(Idg — AA,) = f

n=1
_ oo
Ainsi Idg — A, est inversible et (IdE — /\Aa) - g= >, A"A". O
n=0
1 nyn
t T HI(1 —
C.l.a) Aaen(ib) _ wl—a/ x dt = .’L‘n+17aB(TL +1,1— a) _ (n + ) ( 04) Lntl-a
o (1—1)° P(n+2-a)
Ainsi Aqe, = L(n+ 11— a) ent1—a O  (en prolongeant la définition de e, & n réel)
Mn+2-a)
C.1.b) Donc (AI—QOAa)en _ F(n+ 1)I(1 — «) Ay oenit o= F(n+ 1)I(1 — «) y P(n+2—-a)l(«a) enit
P(n+2-a) P(n+2-a) I'(n+2)
I'(n+1) 1 T
= T )P )T(1 - a)ens = — T e O
I'(n+ 2) ()0(1 = a)ents n+1 sin(cwr)e i

C.2) Immédiat par linéarité. 0O

C.3.a) Pour fe Eetx€[0,1]ona |Pf(z)| < / Iflldt = x| fl| < |If|| donc [|Pf| < || f]l ce qui prouve que P (qui

0
est clairement un endomorphisme de E) est continu et que |||P||| < 1.
En outre en considérant fy qui appartient & la spheére unité de E on a Pfy(x) = « donc ||Pfo|| = 1 ce qui prouve
que [[[P[[| > 1.
Finalement |||P|||=1 O

C.3.b) D’apres la question C.2) les endomorphismes continus B, et %P coincident sur I’ensemble des fonctions
sin(am

polyniomiales sur [0, 1] qui est dense dans E par le théoréme de Wierstrass. Donc ils coincident sur E. O

C.3.c) B,f(x) = — ET ] / f(t)dt est bien de classe C! en tant qu’intégrale de sa borne supérieure d’une fonction
sin(am) Jo
continue et ((DoBa)f) () = — T f(z) donc DoB,, = — "__Idp O
sin(a) sin(ar)
7r

C.3.d) Soit f € Ker A,. Alors a fortiori f € Ker (DoAl_aoAa) = Idg donc f est nulle.

Ainsi A, est injectif. [

sin(ar)

FIN
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