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Séries Numériques

IR est I'ensemble des nombres réels et n et ng sont des entiers naturels.

On va établit un résultat général appelé : Regle de Raabe-Duhamel.

U
Soit (ty ), ne stite de réels strictement positifs telle qu'il existe un réel A vérifiant : ¥n > ny, ml_

g '
1—+0()
n n

Remarque : cette propriété permet d’écrire qu’au voisinage de +00 on a
On utilisera régulierement le résultat suivant (vu normalement en premiere annee) soient (uy el et (Un)nE]N
deux suites réelles, si on a u, ~ v, (sous entendu au voisinage de +00) alors les suites ont méme signe a partir
d'un certain rang,

Un+1 lN_/\

1) Prouver que si A < 0, alors la série ) u, diverge.

Un4l _

" =t ot 0( ) oul 1 est un réel, indépendant

2) Soit  un réel quelconque et v, = ni Montrer que % -
de n, a déterminer.

3) On suppose que A > 1. On se propose de démontrer que la série )" wu, converge. On choisit § tel que
A>E> 1L

() Justifier lexistence d'un entier naturel N tel que, pour n > N, on ait =% < =<1

Uy

(b) Déterminer un réel positif K, indépendant de n, tel que pour n > N, on alt Uy, < Ky,

(c) Prouver que 16 série )" u,, converge,

4) On suppose que 0 < A < 1. Démontrer par un raisonnement analogue & celui fait & la question précédente
que la série " u,, diverge (on choisira § de maniére & ce que la série )" v, diverge et que ceci implique la
divergence de la série )" u,).

) Déterminer la nature des séries )z, et ).y, et en déduire

que le cas A =1 est un cas douteux de la régle de Raabe-Duhamel.

5) Pour n > 2, on pose z,, = — et y, =
n

n-1
6) Pour n > 2, on pose w, = /(n—1)! [] sin ( \[) Déterminer la nature de la série ) w,.
k=1



Correction :

IR est ’ensemble des nombres réels et n et ng sont des entiers naturels.

On va établit un résultat général appelé : Regle de Raabe-Duhamel.

U
Soit (un)n>n, une suite de réels strictement positifs telle qu’il existe un réel A vérifiant : Vn > ny, —ntl

n

A 1
1——+o| -
n n
Remarque : cette propriété permet d’écrire qu’au voisinage de 400 on a % —1~ f%.
n
On utilisera régulierement le résultat suivant (vu normalement en premiere année) : soient (un ),y €t (Vn), e

deux suites réelles, si on a u, ~ v, (sous entendu au voisinage de +00) alors les suites ont méme signe & partir
d’un certain rang.

1)

2)

3)

1)

Prouver que si A < 0, alors la série ) u,, diverge.

Un+1

A U
Correction : Si A < 0 alors, comme on a — 1~ ——, a partir d’un certain rang la suite < ntl 1)
n

u’ﬂ n

Up 41

est positive (comme (—2)) et donc, on a > 1. Comme la suite (), €st strictement positive on en

n
déduit qu’elle est croissante a partir d’un certain rang. Cette ne peut donc pas converger vers 0, car elle est
strictement positive. La série est donc grossierement divergente.

Soit 8 un réel quelconque et v, = niﬁ Montrer que
de n, a déterminer.

Un+l _ YUntl _ QU 1 N 7 . 7
e =0t (n) ol p est un réel, indépendant

Correction : Soit (vy), - définie par, pour tout n € IN*, v, = n%. On a, pour n au voisinage de +oo,

(18 =1 B

L), On en déduit que, au voisinage de 400, on a

n

Up,
U v -2
ntl ot +5 +o (%) On obtient donc le résultat souhaité avec p = 5 — A.
Up, Up, n

On suppose que A > 1. On se propose de démontrer que la série > w, converge. On choisit 5 tel que
A> (0> 1.

(a) Justifier Pexistence d’un entier naturel N tel que, pour n > N, on ait < < Zntl

Up
. N . s .. Un+1 Un41 —A + /8
Correction : d’apres la question précédente on a, au voisinage de +oo, —4+ — L — +o (1),
U, Un, n

on en déduit que, comme —\ + 8 # 0,

Un41 _ Un+1 ~ _)‘+B
U, Un, n

Un+41 _ Un+4+1

Up, Un,
Un41 < Un41

Un, Un
(b) Déterminer un réel positif K, indépendant de n, tel que pour n > N, on ait u,, < Kuv,.
Up+1 < Un+1 Ol’l

On en déduit qu’il existe un entier N tel que pour n > N est du méme signe que —\ 4+ .

Par hypothese sur 3, celui-ci est négatif, donc, pour n > N

Correction : d’apres la question précédente, il existe N € IN tel que pour n > N

Unp Un
;. Un+1 Unp . Unp P . N .
peut encore écrire que pour tout n > N —— < —. La suite [ — | est donc décroissante a partir du
Un+1 Un Un
S Unp un un
rang N, on en déduit alors que, pour tout n > N on a — < —. On pose alors K = W3 et on a pour
Un, UN

tout n > N u,, < Kv,.
(¢) Prouver que 16 série Y u,, converge.
Correction : la série Y v, est une série de Riemann, or on a par hypothése S > 1, cette série est
alors, par propriété, convergente. D’apres la question précédente on a u, = 0(v,), les deux suites étant
strictement positives on en déduit que la série > u,, est convergente.
On suppose que 0 < A < 1. Démontrer par un raisonnement analogue a celui fait a la question précédente
que la série Y u,, diverge (on choisira 8 de maniére & ce que la série Y v, diverge et que ceci implique la
divergence de la série > uy,).
Un+1 _ Un+1 -~ —/\+ﬁ
Up, Up, n

Correction : on considere 3 tel que A < 8 < 1. Comme on a on a l'existence

Unt1 — Unil

d’un entier N tel que, pour tout n > N, —— est du signe de —\ + 3 c’est a dire positif. La suite

Up, Up,
Unp, . N . Unp un
— | est alors croissante a partir du rang N et donc, pour tout n > N, — > — et donc u,, > Kuv,
Un, Un, UN

avec K = Y2 La série Y v, est une série de Riemann divergente (§ < 1), on en déduit par théoreme de

UN
comparaison que la série > u,, diverge.



5)

6)

1
———— . Déterminer la nature des séries »  x,, et et en déduire
nln(n)? 2@ et ) Y

que le cas A = 1 est un cas douteux de la regle de Raabe-Duhamel.

1
Pour n > 2, on pose z,, = — et y, =
n

Correction : la série L egt une série de Riemann divergente. On a de plus 22+t =1 — 1 4 o (1).
n g p xT n n
Y y
1

A Taide de la décroissance de t — ;75 sur J1,400[) on a

- no 11" 1
Vn > 3, ykS/ dt = [—] <
kZ:?) o tln(¢)? In(t) ], = In(2)

> (yn) est ainsi convergente car c’est une série positive majorée.

n 1 1o(L
De plus B0 = 14 P =14 5 <14 o(h) done

—1 —2
. 1 1 1 1
y“:(u) (1+o()) :1—+0<)
Un n n n n

On peut ainsi étre dans le cas A = 1 avec convergence ou divergence de la série (on a bien un contre-exemple
puisque les séries proposées sont & termes > 0).

n—1
. 1 ’ . o
Pour n > 2, on pose w, = /(n — 1)! kl;[1 sin (W) Déterminer la nature de la série Y w,,.

Correction : On a ww—:l = /nsin (ﬁ) =1- & +o0(+) Comme (wy) est & terme strictement positifs,
on est dans le cas précédent avec A = ¢ < 1 et Y (wy) diverge.



