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Préparation aux Concours (CNC-CCP)

Suites de Fonctions

Exercice 1 - Un théoreme de Dini

Soit (f,) une suite croissante (ie f, < fn+1) de fonctions continues sur un segment [a, b] qui
converge simplement vers une fonction f continue. Pour e > 0 et n > 1, on pose

Ky (e) = {z € [a,b]; [f(2) — fu(z)| = €}

1. Justifier que si pour tout £ > 0, il existe un entier n tel que K,(¢) = @, alors (f)
converge uniformément vers f.
2. Démontrer que (f,) converge uniformément vers f sur [a, b].

Exercice 2 - Deuxieme théoreme de Dini

Soit I = [a, b] et (f») une suite de fonctions définies sur I a valeurs dans R. On suppose qu'il
existe une fonction f: I — R telle que (f,) converge simplement vers f sur I. On suppose
aussi que chaque fonction f, est croissante, et que f est continue. On fixe £ > 0.

1. Justifier I'existence de n > 0 tel que, pour tous z,y € [a, b],
lz—yl<n = |f(z) - fly)| <e.

2. Soita =1y <z <--- <, =bune subdivision de [a,b] avec z;,; — z; < n pour tout
i=0,...,p— 1. Démontrer qu'il existe N € N tel que, pour tout n > N et tout
1€{0,...,p},

|f(zs) — fl=)] < e
3. Soity € I etsoiti € {0,...,p} tel que y € [ai, ai+1]. Démontrer que pour tout n € N,
f(zi) = fa(zit) < f(y) — fuly) < f(zie1) — falzi)-

4. En déduire que (f,) converge uniformément vers f sur I.
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Corrige

Exercice 1

1. Remarquons d'abord que pour chaque n, on a f, < f, et donc
K,(¢) = {z € [a,b]; f(z) — fu(x) > €}.

D'autre part, puisque fny1(z) > fa(z), on a Kni1(e) C Kn(e). Si pour tout € > 0, il
existe un entier n tel que K, (¢) = &, alors pour tout p > n, K,(¢) est vide, et ceci
revient a dire que la suite (f,) converge uniformément vers f sur [a, b].

2. On raisonne par I'absurde et on suppose que pour chaque n, on peut trouve

z, € K, (). Par compacité de [a, b], il existe une sous-suite telle que (z,) converge

vers € [a,b].
Fixons maintenant p un entier. Pour n assez grand, ¢(n) > p et donc

F(@pm)) = Fo(Zpmy)) = F(@pm)) = Fom) (Tpm)) > €

En faisant tendre n vers l'infini, on trouve, puisque fp et f sont continues,

f(z) = fy(z) > e.

Comme p est arbitraire, cela contredit la convergence de (f,(z)) vers f(x).

Exercice 2
1. Il s'agit uniquement d'utiliser que f continue sur [a, b] est uniformément continue sur
ce segment.
2. Pour chaque ¢ = 0,...,p, puisque (fn(x;)) converge vers f(z;), il existe n; € N tel

que, pour tout n > n;, | fo(zi) — f(xi)| < e. Il suffit ensuite de choisir

N =max(n; : i =0,...,p).

3. Puisque chaque f, est croissante, en passant a la limite dans les inégalités, f est
croissante également. On a donc :

f(x:) < f(y) < f(zia)

et
—fu(it1) < —faly) < —f(xi).

Il suffit de sommer ces deux inégalités pour trouver le résultat.
4. On a d'une part

f(@iv1) — fa(@i) < fziva) — f(@i) + f(@i) — fa(z) < 2¢
en utilisant le résultat des questions 1. et 2. D'autre part, on a également
f(xi) = fa(ziv1) > f(xi) — f(@it1) + f(@it1) — fa(ien) > 2e.
On a donc prouvé que, pour tout € > 0, il existe N € N tel que, pour toutn > N, on a
—2e < f(y) — faly) < 2e.

C'est bien que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur [a, b].
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