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Dans ce cours, on démontre les théorémes de Cesaro et d’Abel sous toutes leurs formes.

1 Autour du théoréme de Cesaro

1.1 Le théoréme de Cesaro

~Théoréme 1 : Théoréme de Cesarol

Soient (uy) une suite réelle et posons, pour n € IN,

Cuo -+ g

n+1

Si (uy) tend vers £ € R alors (v,,) tend vers /.

Démonstration. Trois cas s’offrent & nous.
e Casou l e R :
Soit € > 0. Comme (uy) converge vers ¢,

AINgeN /VneN, n>Ny = |up— £ <e

Soit n > Ny. Nous avons

|vp, — €| =

1 n
e
k=0
Par I'inégalité triangulaire,

No—1

el

vy, —

u — b =

Z (ug, — 0)
k=

En combinant ce qui précede a (%), on obtient

No—1
|vn, — X g lug —
Puis comme %ﬁlﬂ < 1, on a alors établi

VnelN, n> Ny = |v, —{] <

No—1
Or nEI—ll-loo men e kzo |ur, — £] = 0 donc

AN eIN/VneN, n>

On pose N = max(Ny, N1). En combinant ce dernier résultat & (%*), on obtient

VneN, n>

Jure — £ + XZ ug, — 2.
k=Np
n 1 No—1
< .y
Z € ntl X Z |uk ’4‘
k=Np k=0
No—1

X Z |ug, — €] + €.

No—1

X Z |uk—€|

Ny =

N = |v, =/ <

n—Ng+1
n+1

X €.




On a donc démontré que
Ve>0,INeN /VneN, n>N = |v, —{| <

Cela permet d’affirmer que (v,) converge vers /.
o Cas ot £ = 400 :
Soit A € R*. Comme (uy,) tend vers +oo,

E|N0€]N/VTL€]N,TL2NO = u, > 4A.

Sin > Ny alors

Unp =

Ug+ - FUNy—1 | UNy + -+ Up >u0+~-—|—uN0,1+4AX n—Nyg+1 .
n+1 n+1 n+1 n+1

3 n—Np+1 —
Comme ngrfoo = =1 alors
n — N() +1 1
3N16]N/V7’LEIN,TL>N1:>/”7H>§ (**)
. ugttung-1
Comme nEI-ll-loo —gr— =0 alors
dNyeIN /VneN, n> Ny = u0+---++1uN0_1 > —A. (% * %)
n
On pose alors N = max(Ny, N1, N2). En combinant (x), (xx) et (x % * ), on obtient que
VvnelN, n>N = v, > A.
On a donc prouvé que
VAeRY, AINeN /VneN, v, > A.
Cela permet d’affirmer que lim v, = 4o00.
n—-+00
e Cas ot £ = —o0
La suite —u tend vers +o00. Par le cas précédent, on en déduit que la suite —v tend vers 400 (pulsque
la moyenne des opposeés est égale a 'opposé de la moyenne). Par conséquent, v tend vers —

Remarque I

Ce théoréme se généralise sans difficulté au cas d’une suite complexe.

1.2 Réciproques partielles du théoréme de Cesaro

La réciproque du théoréme de Cesaro est fausse.
En effet, considérons la suite u défini par

Vn e N, u, = (—1)".

Pour tout n € N, 0 < v, < +1 Par le théoréeme d’encadrement, on en déduit que la suite (vy)
converge vers (. En revanche, la suite u est une suite divergente de seconde espéce et la réciproque du
théoréme de Cesaro est bien fausse.

Mais, on peut tout de méme établir une réciproque partielle au théoréme de Cesaro en ajoutant une
hypothése supplémentaire. Trois versions sont proposées.



~(Théoréme 2)}

Soient (uy) une suite réelle et posons, pour n € IN,

v _ Ugt ot up
" n+1 '

Si (vy,) tend vers £ € R et si (uy) est monotone alors (u,) tend vers £.

Démonstration. Comme u est monotone, par le théoréme de la limite monotone, la suite u admet une

limite ¢ € R. Par le théoréme de Cesaro, on en déduit que u et v tendent vers la méme limite et alors
¢ = /'. Par conséquent, u tend vers /.

==[ Théoréme 3 : Théoréme de Hardy, version faible}
Soient (uy) une suite réelle et posons, pour n € IN,
U0t
" n+1 '
Si (v,,) tend vers £ € R et si upp1 — up = WS (%) alors (uy,) tend vers £.
Démonstration. Par une transformation d’Abel, nous obtenons :
n n n
0 (k(upy —u) = kupy — > kg
k=0 k=0 k=0
n+1 n
:Z (k—l)uk—z kug,
k=1 k=1
n
= — Z Uk + NUy,.
k=1
Ainsi,
n+1 1 " uo n+1
Vn € N, u, = - xn+1xkz_:0(k(uk+1—uk))—n+ —— X Un. (%)
Or, par hypothése, liI_’I_l n(tup4+1 — up) = 0 donc, par le théoréme de Cesaro,
n——+0oo
1 n
li k - =0.
pim T X > (k(upsr — up)) =0
k=0
En passant a la limite dans (x), nous obtenons que lim 1w, = /.
n—-+00

==[ Théoréme 4 : Théoréme de Hardy, version forte}

Soient (uy) une suite réelle et posons, pour n € IN,

Un = n—+1

Si (vy,) tend vers £ € R et si upt1 — up = _}(?r (%) alors (u,) tend vers £.




Démonstration. Posons, pour n € N, z,, = Up41 — Up.
Soient 0 < n < m.

m
Uptr1l + -+ Up, . 1
— Uy = X (u; — up)
m—n m-—-n 1
i=n
m i—1

m—n
i=n+1 j=n
1 m—1 m m—1 m— j
= X x| = X
m—n Z J m—n
Jj=n i=j+1 Jj=n
En exploitant que z,, = O (%), on obtient 'existence d’une constante K > 0 telle que
n——+00
m—1 . m—1
U e tu m — 1 1
Vn < m, ntl +m—un<K><Z ]xf,ng -,
m—n : m-n ) : J
J=n j=n+1
L’inégalité des accroissements finis permet d’obtenir que
. 1 . .
w>13<mm—mo—m
Ainsi,
Un1 + -+ u s
IRy ) )
v <m, | m—ungkwy§;1mm>—mo—n>
j=n

Puis, par télescopage,

Upt1 + -+ Um

1
<me<m>.
n

Vn < m, — Up
m-—n
. v — 2Ly,
Par ailleurs, comme u"*ﬁfﬂ*‘“”’ = ml mtl = nous obtenons
_m+l
n+1
m Un m—1
Vn<m mtl By, < K x1n )
’ _ n+l n
m+1
Par l'inégalité triangulaire, pour tous n < m
g g » P )
po|mm | o
=€) < |"E B |
m+1 m+1
m—1 1 n+1
< K xln + T X | U — €] + X vy, — /|
n ~ T m+1

m —

-1 1 1
<K><ln<m )+m+ ><|vm—£|—|—n+ X |vp — €.
n n n

-1 1
<K><1n<m )+m+ % ([vm — ] + |on — €]) -
n n

m —

Soit A > 1. Choisissons m = 14 [An]. Alors 1 < A et 2L ﬁ donc

A2
Vn €I, VA > 1, fu — €] < Kn(A) + 3

X (Jvre(ang = €+ lvn — 1) .



Soit € > 0.
Comme }\lHll KIn(A) = 0 alors, il existe A > 1 tel que KIn(A) < §.
—

Comme nll)g_loo DAL ¢ (|vgy — €] + |vn, — £]) = 0 alors

1
2L (jom — €]+ o =€) <

AINelN /VneN, n>N =

[NON NG

m J—
On a donc prouvé que

Ve>0, ANEN /VneN, n>N = |u,—{| <e.

Le suite (uy) converge donc vers /.

Remarque 11

Le théoréme précédent reste valide si £ = +oco.

1.3 Applications

Exemple : Soit (uy) une suite réelle telle que u,41 — up, —+> « # 0. Donnons un équivalent
n—-+0oo

simple de uy,.
D’aprés le théoréme de Cesaro,

n

1
X u —Uu — Q.
T )

Par télescopage, cela signifie que
Un+1 Uo

—r
n+1 n+1ns+0

Ainsi,
Un+1 Un+1 uog uo
ntl _ Al + — «a
n+1 n+1 n+1l n+1ns4o00
e e
— « — 0
n—-+oo n——+oo
Puis “2tL  ~ . Ainsi, [u, ~ an]
ntl o sio n—-+o0

Exemple : Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que

Untl €10, 400].
Up n—+00

Montrons que
Yu, — L.

L’hypothése permet d’affirmer que

In(up+1) — In(uy) ST In(?).

En utilisant le théoréme de Cesaro, nous obtenons

ni 1% ;) (In(upt1) — In(ug)) —— In(f).



Par télescopage, cela signifie que

In(uni1) _ In(wo) ) gy

n+1 n+1 notoo
Ainsi,
1 1 1 1
(unt1) _ I(uny1)  In(uo)  In(uo) In(0).
n+1 n+1 n+1 n+1 n—too
N——
— In(¢) — 0
n—+oo n—+oo
-+ In(un) : ; n
Ainsi, — njoo In(¢) puis, en composant par la fonction exp, nous obtenons | /u, njw s

1.4 Versions continues

1.4.1 Version continue numéro 1

|

Théoréme 5 : Cesaro, version continue 14’
. 0 . . E~ . . . 1 [z _
Soit f € CY([0,400[). S'il existe £ € R tel que xEToo f(z) = ¢ alors IEIEOO =y fdt = ¢ ]l

Démonstration. Traitons le cas ot £ € R, les cas ou ¢ = oo n’étant pas bien difficile.
Soit € > 0. Comme lim f(z) = ¢ alors
r—r+00

JA>0/Vt>0,t>A = |ft) -1 <e

Ainsi, par l'inégalité triangulaire, si x > A alors

L[ swad =3 [T w-o
1[4 I
gw/o |f(t)—£|dt+x/A |f(t) — ¢ dt
I I
<t [ ety [ ca
1 A
gx/o F(t) — £ di+e.

Or lim L[4 |f(t)—¢| dt =0 alors

T—+00
1 A
3B20/Vm20,x2B:>/ |f(t) —¢| dt <.
T Jo
On pose C' = max(A, B) pour obtenir que

Ve >0, > C =

1/ f(t)dt—é‘ < 2e.
T Jo

Cela signifie que lim 1 [ f(¢)dt = L.

T—>+00

Remarque III}

La réciproque de ce théoréme est fausse comme le montre I'exemple de la fonction cos. En revanche,
elle devient vrai sous I’hypothése f monotone a ’aide du théoréme de la limite monotone.




1.4.2 Version continue numéro 2

Théoréme 6 : Cesaro, version continue 2

Soit f € CO([0, +oo[). S'il existe £ € R tel que lim  f(x+1) — f(x) = L alors_lim @y,

T—+00

Démonstration. Tout d’abord, on peut se ramener au cas ou £ = 0 en posant f(z) = f(x) — £z
Siz>2 ona
[z]—1

e(z — [z] + k)

=

S

= ),
k=0
ou e(x) = f(x + 1) — f(x). € étant continue et tendant vers 0 en 400, on peut poser Ay = sup |¢|
[k k+1]

et affirmer que lim Ag =0.
k—+o00

On a fle— [x])‘ < max(o,; || donc, par encadrement, lim (z — [z]) = 0.
x x T—+00 x
D’autre part,
1 [x]—1 1 [x]—1
— k)| < A
o 2 =l +R)| < ey D A
k=0 k=0

et, comme d’aprés le théoréme Cesaro,

ﬂ%mZAFO

on obtient par composition et encadrement :

[z]-1
mll)gloo; kz_o e(x —[z]+k)=0.

Finalement, lim S(z) =0.

r—+oco X

Remarque IVJ
La réciproque de cette version continue est fausse comme le montre ’exemple de la fonction cos. }
Exemple : La fonction In est une fonction continue sur |0, 4+oo[ vérifiant In(1 + z) — ,n(x) =
In (1 + %) H 0. Le théoréeme précédent d’applique (le fait que In ne soit pas défini en 0 ne pose
r— 00
aucun probléme puisque I'étude a lieu en +00).
On retrouve ainsi le résultat de croissance comparée | lim lng(f) =0}
T—r+00




2 Autour du théoréme d’Abel

2.1 Le théoréme d’Abel

~Théoréme 7 : Théoréme d’Abel)

Soit f:x+— > a,x™ une série entiere de rayon de convergence égal a 1.

+o00o
Si la série Y a, converge alors f posséde une limite lorsque x — 1~ et lim f(z) = Z .-
rz—1—
n=0

Démonstration. Par le théoréme d’interversion limite et somme, pour établir le résultat il suffit de
prouver que la série de fonction > a,2™ converge uniformément sur [0, 1[.
Soient x € [0, 1[ et n € IN. Posons

+00
Ru(z)= Y apa® et Ry = Ry(1).
k=n+1

Par une transformation d’Abel, nous obtenons

+oo
R, (z) = ( Z kak> x (1 —xz) — Rya™tL.

k=n+1
Soit € > 0. Comme (R,,) converge vers 0 alors

AINeN /VneN, n>2N = |R,|<e

Par conséquent, si n > N alors
+oo
Ru(@)| € 32 Balet x (1) + [ Ryfo !
k=n+1
+o0o
< Z ext x (1 —2) + ezt
k=n+1
<ex a4+ e< 2.

On a donc démontré que
Ve>0, INeIN /Vne N,V € [0,1[, n >N = |R,(z)| <e.

Cela signifie bien que la série de fonctions ) anz™ converge uniformément sur [0, 1].

— Remarque V N
Ce théoréme se généralise bien évidement dans le cas d'un rayon de convergence différent de 1.

Dans le théoréme nous avons montré que la série entiére > anz™ convergeait uniformément sur [0, 1[.
On peut, en réalité, montrer la convergence uniforme de > a,2" sur

A()O:{zEC/|Z]<1et dp > 0, 3906[_90,90]/2:1—pei5"}

pour tout 6y € [O, g]

-




2.2 Réciproques partielles du théoréme d’Abel

La réciproque du théoréme d’Abel est fausse.
En effet, considérons la suite u défini par

VneN, a, = (~1)"

La série entiére Y. a,z™ posséde bien un rayon de convergence égal a 1 et, pour tout = €] — 1,1],
flx) = H% Ainsi, f posséde bien une limite en 17. En revanche, la série Y a, diverge grossiérement
puisque son terme général ne converge pas vers 0. La réciproque du théoréme d’Abel est bien fausse.
Mais, on peut tout de méme établir une réciproque partielle au théoréme d’Abel en ajoutant une

hypothése supplémentaire. Trois versions sont proposées.

==([Théoréme 8]}

Soit f:x+— Y apz™ une série entiére de rayon de convergence égal a 1.
Si f posséde une limite lorsque  — 17 et si la suite (a,) est positive alors la série > a, converge et

+0o0
lim f(x) = Z ap,.
n=0

z—1—

Démonstration. Soit x € [0, 1]. Comme la suite (aj) est positive, nous avons

Vn € N, Z arz® < f(x).
k=0

En faisant tendre x vers 17, il vient

Par conséquent, la suite des sommes partielles associées & la série de terme général aj est majorée :
c’est donc une série convergente puisque a termes positifs. De plus, en faisant tendre n vers +oo dans
I'inégalité précédente, nous obtenons

r—1—

“+oo
Z ar < lim f(z).
k=0

Par ailleurs, pour tout 0 < x < 1.
+oo
flx) < Z ay.
k=0

En faisant tendre x vers 1, nous aboutissons a

z—1—

+oo
lim f(z) < Z ay.
k=0

Par double inégalité, le résultat est établi.

10



;=[ Théoréme 9 : Théoréme Taubérien, version faible}

Soit f :x+— Y anz™ une série entiére de rayon de convergence égal & 1.
. N .. _ . o 1 L.
Si f posséde une limite lorsque ¢ — 17 et si a, = o (E) alors la série > a, converge et

n—-+4o0o
lim f(x E Qn.
rz—1-

Démonstration. Soient n € N et x € [0, 1].
Posons M,, = sup | k|ag| |. Par hypothése, lim M, = 0.
k>n n—+oo

Par ailleurs,
VEeN, 1—zF=(1—-2) Q42+ +21) <k(l—2). (%)

De plus, en utilisant (%) et la définition de M,,, nous avons

n “+o0 n
‘f(fﬂ)—z ar| < Dl fﬂk+z Jag| (1 —2")
k=0 k—n-i—l =
Z k]ak]—i—(Z \ak\k> (1—x)
k= n+1
]; n
<M, Z -+ <Z ]ak]k> x (1—2z)
k—n+1 k=0

kznjﬂ b+ (znj |ak|k‘> (1-2x)
(Z mm) (1—2z).

//\

Choisissons ¢ =z, = 1 — % Alors n(q/[jm) =M, n_}—+>oo 0. De plus, par le théoréme de Cesaro,

- 1 1
(Z |Cbk|]€> (1—m,) = (1;) akk) S IEL

n n——+00

On a donc prouvé que

Par ailleurs,
n

lim f(x) =Y ap= lim f(z) = f(zn) + f(zn) =D ar.

z—1— =0 Tz—1~ =0
n
Ainsi, par caractérisation séquentielle de la limite, la suite [ lim f(x) — ar | converge vers (.
rz—1— s
On en déduit que la série > a, converge et lim f(z Z G-
T—1~"

11




;=[ Théoréme 10 : Théoréme Taubérien, version forte}

Soit f:x+— Y anz™ une série entiére de rayon de convergence égal & 1.

Si f posséde une limite lorsque * — 17 et si a, = O (%) alors la série > a, converge et
n—-+4oo
“+00
lim T) = Ay, -
z—1- f( ) 7;) "

Démonstration. Quitte & remplacer ag par ag — lim f, on peut supposer que lim f = 0.
1- 1-

On introduit le sous-espace vectoriel de F([0, 1], R), © défini par

rz—1—

+00 +oo
0= {9 :10,1] = R / Yz € [0, 1], Z anf(z") converge et lim Z anf(z") = 0} .
=0

n=0

Etape N° 1 : Montrons que pour établir le théoréme, il suffit de prouver que g = ]l[l 1] € 0.
27

Remarquons que l'on a 2" < £ dés que n > —ﬁ:g% Des lors, si 'on pose N, = L—iﬁgi” alors
+oo Ny
5 g =3
n=0 n=0
Ny
Supposons avoir montré g € ©. Alors lim Z an = 0.
r—1— -0
Soit p € IN* et posons x, = exp (—%). Notons que lirf xp = 1. Alors, par caractérisation
p——+oco
séquentielle de la limite, nous obtenons
p sz
Z anzz anp—>_+>ooo'
n=0 n=0

Ainsi, la série ) a, converge vers 0.

Etape N°2 : Montrons que XR[X] C ©.

Pour montrer ce résultat, il suffit de vérifier que chaque monoéme X¥, pour k € IN* est dans ©, puisque
O est stable par combinaison linéaire.

La série entiére > anxkn converge pour 0 < z < 1 puisque 0 < zF < 1 et que > ana™ converge. De

—+00 —+o00
plus, par composition de limite, lim Z apx™ = 0 puisque lim Z apx™ = 0.
rz—1— =0 rz—1~ =0
Etape N° 3 : Montrons que
00 1
VP e RIX], (1—z)x Y _ a"P(z") —» P(t) dt.
=0 z—1= Jo

Par linéarité, il suffit d’établir le résultat lorsque P est un mondme.
Si P = X* alors

+o00o +oo n
(1—1’)XZ :E”P(:L'"):(l—:x)xz ($1+k>
n=0 n=0
= (=o)X %
1 1 !
I+z+-+2%2s1- 1+k 0

12




Etape N°4 : Approx1mat10n §)ar des polynémes.
Counsidérer la fonction h(z) g(x Alors h(z) = L5 si0<z < Jeth(z)=1sil <z <1

Soit € > 0. On approche h par deux fonctlons continues sy et so vérifiant s1 < h < sg et fol s9—s81 < €
Puis d’aprés le théoréme de Weierstrass, il existe deux polynomes 77 et Ty tels que |17 — s1| < € et
|T2 — 82| <e
On pose enfin U =T —eet Uy =15 + .
Ainsi nous avons Uy < h < Us et fol Us — Uy < be
Compte tenu de ce qui vient d’étre fait, on pose Pi(x) = z+z(1 —2)Ui(x), Pa(z) = v+ 2(1 —2)Us(2)
et Q(z) = Py (z)—P1 ()

z(l—z)
Les polynémes P; et P, vérifient

1
Pl(O):PQ(O):O,P1§g§P28t0§/ Q < be.
0

Etape N°5 : Preuve du théoréme.
Par hypothése, il existe M € R* tel que, pour tout n € N, a,, < % En utilisant I’étape N°4, nous
obtenons

+00 +oo
Y angla Z anPL(a")| <) lan| g — Prl(z")
n=0 n=0
+oo 1
<M x — - n
> - [Pz = P (")
n=0
+00 1
< M X - n _ n n i
< > ~ a"(1—2")Q(2")
n=0
Or1—2z" <n(l—=x) donc
+00 +oo
Z ang(z Z anPr(z")| < M(1 —x) x Z z"Q(z™).
n=0 n=0
Par l'inégalité triangulaire, on en déduit que
+00 +oo
Z ang(z Pi(z™)| + M(1—x) x Z z"Q(z").
n=0 n=0

r—1—

+0o 1
D’aprés I'étape N° 3, lim M(1 —x) x Z z"Q(z") = M/ Q(t) dt
0

n=0
Oro0< Mfo < 5Me, dong, il existe d; > 0 tel que
+oo
Vo € [1—01,1, M(1—x)x Y a"Q(z") < 10Me.
n=0
+oo
De plus, P, € XR[X]. Ainsi, d’aprés I'étape N°2, linla Z anP1(z") = 0. Donc, il existe do > 0 tel
T—1 —
que =0
Y 6 1 — (52, Pl <

13



On pose 0 = min(dq, d2). On a ainsi montré que

+oo
Vo€ [1=6,1[, | ang(a™)| < (1+5M)e.
n=0
Ainsi g € O et le théoréme est donc démontre.

2.3 Version continue

Définition A : Transformée de Laplace}

Soit f une fonction continue et bornée sur [0, +o00[. On appelle transformée de Laplace de f I’applica-
tion

L(f): ]0,+00] — R
t > O+O° e @ f(x) dx

Remarque VI}

Soit t > 0. g : z — e @ f(x) est une fonction continue sur [0, +oo| vérifiant g(z) = o, (5z). Par
T—r+00

conséquent, g est intégrable sur [0, +oo[ puis la quantité L£(f)(t) est bien définie. On en déduit que
Papplication L(f) est correctement définie.

Théoréme 11 : Abel, version continuel}

)
Soit f une fonction continue et bornée sur [0, +00].

Si 0+°° f(z) dx converge alors lim L(f)(t) = 0+°° f(z) dz.
t—0+

Démonstration. Considérons F' : z — f;oo f(t) dt. La fonction F' vérifie

Va € [0, +oo], / f(t) (1lt+/+oo f(t) dt.

Par conséquent, 1121 F(x) =0, F est une fonction de classe C! vérifiant F' = —f.
T—r+00

Soit A > 0. Les fonctions u : z +— —F(z) et v : z + e~ @ sont de classe C! sur le segment [0, A] donc,
par intégration par parties,

A ot ot = A —t
/O fla [ F(x } ot /0 e F(z) dx
F(0

A
ftA eftx T .
(0) — e F(A) / F(z) d

La fonction F est continue et admet une limite en 400 (donc est bornée) sur [0, 4oo[ ainsi, il est
possible de passer a la limite quand A tend vers 400 dans I’égalité précédente pour obtenir

/OJFOO e f(x) do = /OJFOO f(z) dox — t/0+<>o e " F(z) da.
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Soit € > 0. Comme lim F(z) =0 alors

T——+00
dB>0/Vze[0,+o0[, 22> B = |F(x)| <€

Ainsi,

N

+o0o B +00
‘t/ e " F(z) dx t/ e | F(x)] dx+t/ e | F(x)| da
0 0 B

tB||F||s + ce™ B!
tB||F||s + €.

<
<

Or lim tB||F || = 0 alors
t—0

36>0/Vt>0,0<t<d = tB||F||loc <€

On a donc montré que
+o0o
I>0/Vt>0,0<t<d = ‘t/ e " F(x) dr| < 2e.
0

On peut donc affirmer que lim+ t f0+°° e F(z) dr = 0. Par encadrement, on a donc établi que
t—0

lim L(f)(t) = [ f(z) da.
t—0+

Exemple : Calculons f0+°° w dx.

A T’aide d’'un prolongement par continuité en 0 et d’une intégration par parties, on démontré aisément
que l'intégrale [, oo Sm(x) dx converge.

Sm(x) est continue sur [0, —|—oo[ et y est bornée.
f—i-oo blH(ﬂI) da.

Par ailleurs, la fonctlon T~

Le théoréme précédent permet d’afﬁrmer que hm L(f

Le théoréme de dérivation sous le signe mtegrale permet de montrer que £ est de classe C! sur |0, +00]
et

+oo
Wt €0, +oof, L(F)(8) = — /0 sin(2)e="" do

+eo , 1 1
=—1Im / eI ) — Ty =——.
0 —t+i 1+¢2

Par conséquent, il existe C' € R tel que pour tout ¢t > 0, L(f)(t) = — arctan(t) + C.

Le théoréme d’interversion limite et intégrale permet de montrer que . liin L(f)(t)=0.
— 100

Par conséquent, C' = 7§ et, pour tout ¢ > 0, L(f)(t) =
f+oo s1n(x) d

— arctan(t) = arctan (1).

SERNE!

r = lim arctan (l) =

On en déduit que 7
t—0t+

Remarque VII]
La réciproque de cette version continue est fausse comme le montre I'exemple de la fonction sin. En

revanche, elle devient vrai sous 'hypothése f(z) = (2 (%) comme c’était le cas pour le théoréeme
T—r1+00

Taubérien.
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2.4 Réciproque totale du théoréme d’Abel

==|| Théoréme 121,‘,

Soit f:x+ Y. anz™ une série entiére de rayon de convergence égal a 1.

La série Y a, converge si, et seulement si,
n

f posséde une limite finie lorsque x — 17 et Z kap= o (n).
n

—+o00
k=0
+oo
Dans ce cas, lim f(z) = Z .-
rz—1—
n=0
Démonstration. 7 = 7 : Le théoréme d’Abel permet d’affirmer que f posséde une limite en 17.

Notons Ry, le reste d’ordre n associée a la série > a,. Par une transformation d’Abel, nous obtenons

1 n 1 n—1
nxkz_o kak:Rn+nXkZO Ry.

n

Le théoréme de Cesaro permet de conclure que Z kap = o (n).
n—-+o0o
k=0
n
7 <« 7 : Pour n € N, notons A, = Z kay. Par une transformation d’Abel, nous obtenons
k=0
n n n—1
1 An Apg
ar = ag + kap X — =ag+ — — —.
2 T T L W

Par le théoreme de Cesaro, (%) converge vers 0. Par conséquent, la série > aj converge si, et

seulement si, la série > ﬁ converge.

Soit x € [0, 1[. Par une transformation d’Abel, nous obtenons

n n k n n—1 n—1

X T Az Ap & A g
3wt =ag+ > kapx Lomag+ A 3 A k(g -
2 aRT ap 2 ap X ’ ao - 2 A 1)x ( x) X T

En faisant tendre n vers +o00, nous obtenons

@) —a=S (xS A
) = ap 2 k(k+1)$ X 2 k+1x .

+0o0
Comme lim 4t = 0, on montre que la fonction 2 — (1 — z) x *_ 2% tend vers 0 lorsque x
Jm : q ( ) ; E q
tend vers 17. Comme f posséde une limite en 17, on en déduit que la série entiére ) %xk
posséde une limite en 17. Mais k(?jﬁl) k%ci . (%) et le théoréme de Hardy (faible) permet d’en déduire
que ﬁ converge.

Remarque VIII}

Le théoréme analogue pour la version continue est valide.
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