Mines-Ponts MP Un corrigé de Mathématiques 2 2016

Théoréme taubérien de Hardy-Littlewood-Karamata

A Une intégrale 4 paramétre

e—u
Vu

1 1
On a ¢(u) o wiz O la fonction u +— Y] est intégrable sur ]0,1] car 2 < 1

Donc par comparaison a une fonction positive, ¢ est intégrable sur ]0, 1]

1. La fonction ¢ : u — est continue sur I par théorémes généraux.

1
De plus par croissance comparée u2e)(u) —+> 0 donc ¢(u) = 0 (2>
u——+00 u—+oo \ U

1
or la fonction u +— — est intégrable sur [1, +oo[ car 2 > 1
u

Donc par comparaison a une fonction positive, ¥ est intégrable sur [1, +o0]

e—u
Va

2. Analyse : Soit x € R tel que F(x) existe.

Ainsi | ¢ :u— est intégrale sur I | En particulier, on en déduit l'existence de K.

—Uu

Va(u+ )

Par les limitations du programme, la fonction u +— est définie (et continue par morceaux) sur I
donc z >0
—Uu

Vu(u+ )

De plus a fonction u — étant positive sur I, elle y est intégrable.

Si on avait x = 0, on aurait ﬁiz) o u3—1/2 et par équivalence entre fonctions positives u ug—1/2 serait
intégrable sur |0, 1] et donc on aurait 3/2 < 1 Absurde
donc z >0
Synthese : Soit « > 0.
e—u
La fonction u — ——— est continue sur 1
Vu(u + x)
De 1l e ¥ 1 ) e 1
e us ~ e = o) -
P Vu(u+z) u=0 zul/2 7~ Ju(u+z)  u—stoo \ u?
—Uu
On peut conclure comme en 1 que u — ——  est intégrable sur I
P 4 Vu(u + x) &
Conclusion : |l’ensemble les valeurs de x pour lesquelles F(x) est définie est I =]0, —l—oo[‘
—Uu
3. On pose f: (z,u) €eP— ————
pose f: (w,u) Vu(u + )
(i) Soit u € L.
e af —e

La fonction 2 — ————— est de classe C! sur I et admet comme dérivée z — —=

Valu t 7) g 9" = Jalu v 22

Vu(u+x)

(ii) Soit x € I. La fonction u — f(x,u) = est continue et intégrable sur I d’aprés la question

précédente.
o s : af —e :
(iii) Soit x € I. La fonction u — ——(x,u) = ——=———5 est continue sur I
oz Vu(u + )2
(iv) Soit a < b dans I. On a I'hypothése de domination :

O (o) <« =2

I < ———
Vz € [a,b], Vt €1, o Vit ta)?
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—Uu

et la fonction u — ——— est continue et intégrable sur |0, 4+oo[ (Uintégrabilité étant analogue aux
Valu+ a)?

précédentes)

En conclusion avec (i), (ii), (iii) et (iv), le théoréme de Leibniz s’applique :
+oo _e U
la fonction F est de classe C! sur I et F/ : oz — / —— 5 du
0 Valu+a)
4. Soit x € L.
oo _o—u +o0 —u +00 e U oo L—u
On a zF'(z) = Mdu + e7u2du = % du+ / %du
o Vuluta) 0o Vulut) o Vul(ut) o (utm)

+o0 e v /u
donc xF'(z) = —F(x) +/0 (u—l—\:rf)Qdu

On va effectuer une intégration par parties (sous réserve d’existence) avec des fonctions de classe C'.
/+oo e "Vu d [—e“\/ﬁ] U= oo N /+oo ( e U e“\/ﬁ) d
u= — U
o (u+mx)? vtz |, 0 2y/u(u+z) u+wx
Le terme entre crochets est nul par croissance comparée, ce qui valide 'intégration par parties
+oo  —u +oo —u +oo ,—u +oo ,—u
e U e e U 1 e U

ainsi / %du = / —du —/ fdu = —F(x) —/ fdu

o (u+x) o 2Vu(u+ ) 0 u+tx 2 0 u+tzx
On a bien le droit de couper 'intégrale en 2 car on a reconnu F(z)

+oo ,—u
donc zF'(z) = —3F(z) — / ¢ \/Edu
0 u+x
+oo .U ‘oo ,—u
donc zF'(z) — (z — $)F(z) = . Y / ¢ \/Edu
0 \/ﬂ(u —+ 37) 0 uw+x

+oo __ —u
donc 2F'(z) — (z — 3)F(z) = Mdu aprés mise au méme dénominateur

0 Vu(u + z)

On en déduit | pour tout = € I, 2F'(z) — (z — %)F(x) - _K.

5. La fonction G est de classe C' par produit
et on a G'(z) = ﬁe“”F(w) — Vaxe TF(z) + xe *F(z) = % (:cF’(:v) —(z— %)F@))
e*ZE
donc G/'(z) = - K—
onc G'(z) Tz
—T
La fonction = s K — étant continue sur 10, +00[ et intégrable au voisinage de 0

Vv
—t —x

T e e
alors la fonction z — K - / —_dt est de classe C! et de dérivee x — K——
0

—t \/E

x
e
donc la fonction z — G(z) + K - / —=dt est constante sur I'intervalle I
0

Vi

T —
e
Ainsi | il existe une constante réelle C telle que pour tout z € I, G(z) = C - K- / —dt
0

Vit

ﬂ

6. Soit x > 0. La fonction u +— = est C!, strictement croissante et bijective de I vers I

On effectue dans G(x) sous forme intégrale le changement de variable t = 2 ; u = tz; du = zdt

too et too gt
donc G(z) =e™* ————dt=¢e"" ——dt
0o Vi(tz +z) o Vi(t+1)
On considére une suite (x,) a valeurs dans I qui converge vers 0
—txTn
On pose f, : t — et f:t—

1
Vit +1) Vit +1)
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(i) Les fonctions f, sont continues sur I

(ii) La suite (fy)n converge simplement vers f sur I
(iii) La fonction f est continue sur I

(

1 1
iv) De plus f(t ) 0 712 et f(t) o B ainsi comme en 1., f est intégrable sur I

etonal hypothese de dominatlon :

vneN, Vel [f()] < £

Avec (1), (i), (iii) et (iv), le théoréme de convergence dominée s’applique et on a lim / fn = / f

n—-+00
+oo e—tz
Donc par caractérisation séquentielle de la limite lim ——dt = ——dt
w=0Jo  VE(t+1) 0 \/E(t +1)
Remarque : On aurait pu utiliser directement I'extension du théoréme de convergence dominé
+o0 1
——dt
0o Vi(t+1)
On la fonction ¢ — /t est de classe C', strictement croissante et bijective de I vers I
on effectue le changement de variables v = v/%; t = v?; dt = 2vdv

vdone [ 2/+°° L dv = 2 arctan(o)]"2
e onc —_— = v = arctan(v _ =T
0o Vtt+1) 0o vi41 v=0

donc par produit lim G(z) =
z—0

donc | lim G(z) =

z—0

+oo et - 400 1
de plus pour x > 0,0on a 0 < G(z) =e™* ——dt < e / ——dt
(@) 0o Vi(t+1) 0o Vit+1)

donc par théoréeme d’encadrement | lim G(z) =0
T—+00

x
La fonction t — \[ étant continue et intégrable sur I, on a lim —dt =0

x—0 0 \/Z
a:eft
commeG:xHC—K~/ —dtonadoncC=mnm
0o Vi
:Jce—t +ooe—t
or lim —dt = —dt =K

z—too Jo V/t 0 Vit

donc 0 = lim G(z) =7 — K? de plus on a K > 0 par positivité de I'intégrale donc |K = /7

T—+00

B Etude de deux séries de fonctions

7. (i) Pour n > 1, la fonction x — /ne™ ™ est continue sur I
(ii) Soit a < b dans I.Ona:Vxel VneN |Vne ™| < \/ﬁe_"a
1 1
or n?y/ne™™ — 0 par croissance comparée donc v/ne " = o — | et E — converge
n——+oo n—+oo \ N2 1 n?2
nz

donc par comparaison & une série a termes positifs la série g Vv/ne " converge

n=1
Ainsi la série de fonctions Z (w — /ne "™ ) converge normalement sur tout segment de I
n>1
(iii) Ainsi Z (x = /ne” " ) converge simplement vers g sur I

n>1

Avec (1), (ii) et (i4i), on vient de montrer que ’g est définie et continue sur I

de maniére analogue ’ f est définie et continue sur I‘
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8.

10.

—uxr
Vi
1
Cette fonction est le produit des deux fonctions positives et décroissantes sur I : u +— — et u +— e

Ju

donc la fonction [ est décroissante sur I, et comme en 1., la fonction [ est continue et intégrable sur I

n+1 n
donc pour n > 1, on a / l(u)du < I(n) < / l(u)du
n n—1

Soit x € I. On pose [ : u —

N—+1 e —nx
En sommant on obtient pour N > 1, / du < Z <
1

Ve Ve

+oo —ux

: < fla) <

du < du
1 Vu 0o Vu

On effectue le changement de variable C! bijectif, strictement croissant : ux = ¢, zdu = dt

too ot too ot
on obtient —dt < f(x) g/ —dt
0

x \/> xt

+oo
donc par théoréme d’encadrement lim v/z f(z) = / —dt =T

Puis par passage a la limite quand N — o0 :

On en déduit 'équivalent | f(z) ~ \/?
x

x—0

. (e | "1 1
Soit n € N*. Ona( \F—Q\/n—F) (kzlﬁ—Qﬁ)—m—i-?(f—\/n—i-l)

ey — " 1 2  Vn—yvn+1
done (2_2 n—l—) (lczzl\/g_zx/ﬁ>_\/Tm_\/ﬁJr\/nle_\/n(n—l—l)—l—n—|—1<

donc la suite (Z T 2\/ﬁ> est décroissante

n>1

1 n+1 1
En utilisant une comparaison série intégrale comme en 8. on a Z TiZ > / %dt =2vn+1-2V1
k=1

1
doncg — =2yn=22yn+1—-2—-2y/n > —

n
1
Ainsi la suite Z — —2v/n et minorée par -2 (et décroissante)
k=1 vk

n>1

n
1
d’ou | la suite — —2yn converge
o P
= n=1

n
1
Soit £ > 0. On a pour n € N*, 0 < — e < ne ™

3,—nx

1
or ne” n_>—+>oo 0 ce qui prouve que (; \/E> e~ nT _ n_g_oo (%)

n
. 1 _
On peut donc conclure comme en 7. que | la série g ( — | e7™ converge

n>1 \k=1 \/E
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11.

. N 2 . 2 2 7kI —_ 2 2 . . —
On considére les séries de termes généraux ag = GW et by, = e~** géométrique de raison e™* €]0, 1|

—+o0 “+o00
L. b1 1
ces séries sont absolument convergentes de sommes E ar = f(x) et E by = T rles |
k=1 k=1
n e~k

e—(n—k)a:

n
On effectue le produit de Cauchy de ces séries absolument convergentes : ¢, = Z agbn_p = Z

k=1 = VE
+oo +o0 +oo o f(:K)
donc h(z) = E Cn = E an, E bn | Ainsi | h(z) = = [ pour tout x €1
e —_—
n=1 n=1 n=1
h(z) VT

~ VT
z—0 3/2

Quand x — 0, on a €* — 1 ~ x donc avec 8., on a

+oo n +oo n
On a 2g(z) + 0+ Z (Z \}E — 2\/5) ™" = h(x) donc g(x) = 3 (h(ac) + (Z 1k - 2\/5) e_m>
n=1 \k=1

n=1 \k=1
=1
Toute suite convergente étant bornée, le 9. nous fournit M > 0 tel que Vn € N*, T 2vn| <M
k=1
+00 n +oo
. 1 —nx —nr _ M M
Ainsi Z(Zk—2\/ﬁ>e <M2e =1~
n=1 \k=1 n=1
400 n 1
- —nT _ ~ 1
donc Zl (k NG 2\/ﬁ> e xgo(h(:p)) donc g(z) s sh(z)
n= =

JT
213/2

Ainsi | g(x) est équivalent a lorsque £ — 0

C Séries de fonctions associées & des ensembles d’entiers

12.

13.

Si A est finie alors fa : z — Z e " est bien définie sur R* donc ’si A est fini, alors I = [0, —i—oo[‘

neA
On suppose désormais que A est infini.

On définit ¢ par récurrence par ¢(0) = minA et p(n+ 1) = min (A \ {¢(k) /0 <k < n})
Par construction la suite ¢ est strictement croissante a valeurs dans A donc telle que Vn € N, ay,) =1

on peut extraire une suite (b,) = (aw(n)) de la suite (a,) telle que pour tout n € N, b, =1

Soit x = 0, la suite (ape™ ™) ne converge pas vers 0 avec la suite extraite (bne_‘P(”)gﬁ) = (ps0

donc la série E ane” " diverge grossiérement.

n=0

Siz>0,o0nalape”™| < e ™ ce qui donne la convergence de la série E ape” "

n=0

Ainsi ’si A est infini, alors I =]0, +oo[‘

+0o0 1 +o00
. . - —kx _ —kx
Soit x > 0, ona.fA(a:)—kZOake et 1—696_];)6

n

On remarque que pour n € Nyon a Card(A(n)) = Z aj, on peut donc faire le produit de Cauchy de ces deux

+oo
séries absolument convergentes pour obtenir : Z Card(A(n))e ™™ = G

5/9



Mines-Ponts MP Un corrigé de Mathématiques 2 2016

14.

15.

SmtnEN OnaAy(n)={k*/keN et k* <n}={k*/keN et k<n}
donc Ai(n {k2/1<k< [v/n]} de cardinal [/n]

+oo
Soit > 0. A I'aide de la question précédente {Alffl = ZL\/HJ e "
n=0

Pour n € N, on a v/n — |/n] €[0,1] donc 0 < Z\Fe*m_ff*l(xl me_i

(§]

donc (1 —e™)g(z) —1 < fa,(x) < (1 —e)g(x ) carl—e >0

or d’aprés 11., (1 — e *)g(x) équivaut a % quand x — 0

2V fa, (2)
NG

- VT Vam
Ainsi | fa, (x) it NG donc z fa, (z) Rfar e donc ’ AjeSet ®(A)) = 0‘

Soit > 0. On note la suite (a,) associée & ’ensemble A = A;
Soit n € N*. On a v(n) = card ({(a,8) € AT /a+ B =n}) =card({(k,n— k) /k € Ay et n—k € A1})

donc tend vers 1 par théoréme d’encadrement

n—1 n 0
donc v( Zakan E= Zakan k car ap = 0 et aussi v(0) =0 = Z apag_k
k=1 k=0 k=0
On effectue ensuite le produit de Cauchy de la série Z are™ " absolument convergente par elle-méme
k>0

o0
pour obtenir : |la série Zv(n)e_””” converge et Z v(n)e™™ = (fa, (x))?

n=0 n=0

Pour n € N. On note a® (n) le terme de la suite (a,) associée a 'ensemble Ay

On a a®(n) < v(n) ainsi| pour tout = > 0, fa,(z) < (fa, (2))?

s

donc zfa,(z) < (Vofa,(z))? doit |®(As) < 1

D Etude de deux séries de fonctions

16.

Soit 1,19 € E. Soit A € R.
Soit > 0.
On a |ape ™1 (e™™)| < ||t1||cotne™™*

donc la série E ane” "y (e”™) converge par comparaison entre séries A termes positifs

n=0
donc L(v1)(x) existe dans R
+o0
On a L()\wl —|—’(/12)< ) Z (Oéne nx ()\w ( —nx) + ¢2 —nx _ )\Zane nm¢1 + Zane nxw ( —nx)
n=0

done L(AY1 + 2)(x) = AL(¢1) () + L(¢2) (z)
ainsi L(AY1 +1P2) = AL(¢1) + L(¢)2)

donc | L est bien définie sur E et I’application L est une application linéaire de E vers Rt = F(]0, +-00[, R)

Erreur d’énoncé ? Selon lequel, lespace d’arrivée serait ROU = F([0,1],R)) !

On suppose que Y1 < P9
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17.

18.

On a pour tout z > 0 et pour tout n € N, a,e™ ™)1 (e™™) < «

donc L(#1)(x) < L(t2)(x) par comparaison de séries

e by (e™ ™) car ape ™ =0

donc ’ pour tous 11,19 dans E; ¥; < 19 entraine L(11) < I(

7,1)2)‘

On abien E; CE (i) et E;y #0 (ii) car 0 :z € [0,1] — 0 vérifie € E et lir%:n(L(H))(x) =0
z—

Soit Y1, € By et A €eR.

Pour z > 0, on a (LA + ¢2))(x) = Az (L(y1))(z) +

2(L(12))(x)

donc par combinaison linéaire de limites on a lin%) o(L(AP1 + 42)) () = )\lin}] (L)) (z) + hm a;( (12))(x)
r—r T—r

ceci prouve que A1 + 19 € E; donc Eq est stable par combinaison linéaire (iii)

Avec (i), (ii) et (iii),

De plus A(A1 + 12) = AA(¢1) + A(yh2) et A : E; — R donc A est une forme linéaire de E;.

De plus |z(L(¢1)) ()] < [$1]loct Y ane™
< Ll

Par passage a la limite en 0, on a |A(¢)1)|

d’ou ’ Papplication A est une forme linéaire continue de (Eq, || ||oo) ‘

Soit pe N. On a ¢, € E car continue par morceaux sur [0, 1].

Soit > 0. On a L(ep)(x

donc zL(ep)(z) =

Za e —n(p+1)z

(p+ Dz Z ape”MPHe]

par composition de limites, on a

p+1

et (p+ 1)z >0

Aep) =

+1

et e, € Eq |

1
On remarque que A(e,) = €/ ep
0

1
Donc par combinaison linéaire , pour toute fonction polynomiale P, on a A(P) = E/ P
0

Soit 1 € Ey. Le théoréme de Stone-Weierstrass nous fournit une suite de fonction polynomiale (P

converge uniformément vers v sur [0, 1]
Soit > 0. Soit k € N. On a |zL(¢)(z) — zL(Pk)(x)| = = |L(¢p — Pg)(x)|
comme — 1) — Pglloceo < ¥ — P < ||t — Ppl|oceo,

on a —[[¢) = Pr[lecL(e0) < L(¢) = Pr) < ||t — PrlocLi(e
< ¢ = PrlloozL(e0)(2)

Ainsi |zL(¢)(z) — 2L(Pg)(x)]

o) en utilisant 16.

La fonction x — xL(eg)(z) est continue sur |0, 1] et admet comme limite ¢ en 0

donc z — zL(eg)(x) est prolongeable par continuité sur le segment [0, 1]

donc le théoréme des bornes atteintes nous fournit un majorant M > 0

donc YV €]0,1], |zL(¢)(x) — 2L(Pg)(z)| <

donc la suite de fonction (z +— xL(Py)(7));-, converge uniformément sur ]0, 1] vers z +— xL(¢))()

En notant §; = ilg% zL(Pg)(x)

converge vers un certain L €e Ret L = hH(l) zL(v)(x).
T—>

Ainsi ¢ € E1. On en déduit que

1
La fonction : ¢ € Eg — E/ 1 est une forme linéaire continue de (Eq, || ||co) car V¢ € Eq,
0

| — PrllooM or lim |t — PgllcoM =0
k—+o0

k) qui

= A(Py), le théoreme de la double limite nous donne alors que la suite (dg)

1
14 </ 00
/0 w\ < ]
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Les applications A et ¢ — £ / 1 sont continues sur E et coincident sur la partie des dense des fonctions

polynomiales donc | pour tout 1 € Eg, on a A(y)) = f/ )
0

19. La fonction g_ est continue en tous points de [0,1] \ {a —¢,a}

Deplus lim g@)= lim g@x)=ga—¢)=1demémeen a
z—(a—e)~ z—(a—e)~

donc g_ et g+ (analogue) sont continues sur [0, 1] ainsi ’ g— et gy € EO‘

—& a 1
On a A(g —E/ g_—€</ g_—i-/ g_+/g_>

1 1
on a / g_=a—cet / g_ = £ (aire d’un triangle) et / g- =0
0 a— 2 a

a a—i—i 1 a ate e-1 1
etA(ng):f(/ g++/ 9++/ g+>et/9+=aet/ g+:2et/ 9+ =0
0 a+te 0 a ate

donc [A(g-) =4 (a — 5) et A(gy) =14 (a + 2)

Onalpg €Eet g <lpg < g+
donc pour tout x > 0, zL(g-)(z) < zL(1j4)(*) < zL(g4)(z)

On a lir%mL(g_)(x) =/ (a — g) ceci nous fournit a; > 0 tel que Vz €]0, 1], xL(g-)(x) > ¢ (a — E) s
T—r

donc Vz €]0, 1], zL(g-)(x) > ¥ (a —¢€)
de méme on peut trouver ay > 0, on a Vx €]0, ag] xL(g4+)(z) <L (a+ 6)

donc en prenant o = min(ay, a2) on a Vz €]0, ], |zL( (Ljo,a)) () — la| <
On vient de montrer que hn%) wL(1g,q))(7) = La car lc est aussi petit que 1 on veut
r—r

1
ainsi 1[0@] S E1 et A(l[gm) =Vla = €/ 1[0@]
0

1
Pour 1jg 4, les calcul sont identiques ce qui donne : 1, € Eq et A(Ljg,[) = fa = E/O Lo,qf

Pour o € [0, 1], on note do = 14)-

1
On a donc 6, = 1jg 4 — 1jgq[ ainsi par linéarité d, € E1 et A(d,) =0 = E/ Oa
0
1
On remarque que L(dp) :  — 0 donc on a encore : dy € E; et A(dg) =0 = f/ do
0

En ce qui concerne 15 = 1jgp) — Ljo,a[, 00 @ Ljqp € E1 et A(1jyp) = 4(b—a) = E/ Liab)
0

C’est analogue pour 1y, ), 1)qp[ €t 1jqp[ et cela reste valable méme si a =0
On sait que E; C E. Soit maintenant ¢ € E.
On peut écrire 1) = ¢ + € ol ¢ est continue sur [0, 1] et £ est une fonction en escalier

On peut écrire £ = Z Aily, ot (\;)ier est une famille finie de réels

i€l
et (Ji)ier est une famille finie d’intervalles de [0,1] (éventuellement singleton)
or ¢ € By d’apres 18 et les 15, € E; d’aprés ce qui précéde

1 1
et onaA(ga)zf/ v et A(lJi)zﬁ/ 13,
0 0

Comme A est linéaire sur le sous-espace vectoriel Eq,
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on en déduit ¥ € Eq et Ay +Z/\A1J —6/ (p+&)
i€l

On en déduit que | E; = E et A(y) = 6/ 1 pour tout ¢ € E
0

N

20. On a( ( 1 Za e n/Nw fn/N Za e n/Nw( fn/N) Zanefn/Nen/N

n=0 n=0
N

done | (L) (X) = > ax
k=0

1 1
On a lim z(L(v))(z) = A(y) = E/O =" y ¥ ={(In(1) —In(1/e))

z—0

N 0o

1

d ition de limit li — E =(=1] E e

onc par composition de lmites 1\1_13'_’1_10O N OOék xgr%) (l’ Oane )
= n=

21. En reprenant les notations de la partie C. On a Card (A Z ag

+o0
comme A € S, il_r)% (mZane ) = lim zfa(xz) = ®(A)

z—0
n=0
On peut appliquer donc le résultat précédent a la suite (a,)
d lim — C d(A(n)) =1 " =1
onc lim - Car (A( = lim (xZane ) ﬁlg(l)fo(:c)

Si A €S, alors lim — Card (A(n)) = ®(A)

n—4+oo N

Pour tout x > 0, la série Zv(n)e_m converge ayant pour somme (fa, (x))? et pour tout n € N, v(n) >0
n=0
de plus lim = (fa, (z))? = T d’apres 14 et 15
z—0 4
n

1
On peut donc appliquer les résultats de cette partie et alors lim — Z v(k) = —
n—4+oo n 1
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