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Corrigé de Centrale 2012 PC math 1

Partie I

1) La formule du binéme donne Z <Z> fl-—p)"F=@+1-2)"=1.
k=0

2) Pour k > 1, k(Z) :MM:’L(Z:D

n n _ 1
Donc kZ_()k;(Z)xk(l —z)" k= nxz (Z B 1>xk_1(1 —x)" P =na(z+1-2)""! =na.

3) Pour k > 2, k(kl)(Z) _M‘M_n(nl)@_;).

Donc kz::Ok:(k:— 1) (Z) 2F(1—2)"F = n(n—1)a? zn: (Z - ;) 2P 2(1—2)"* = n(n—1)a2(z +

k=2
1—z)" %2 =n(n—1)2*

k\? ko K2—k  k
4) (x - > =22 20— + 5— + — donne avec 1), 2) et 3):
n n n n

n k 2 ~ )2 )
Z x—— n;v’“(l—x)""“zf—%ﬁ—i—u—&—gzx T
n k n? n n

o) f@() o IZ(> Q- = 7

k k>
et <n(o-2).
Par suite, /Sy (z <nZ(x—> (Z):ﬂk(l—x)"_k:x(l—x) par LA 4
z(l-2)

b) Pour k € W on a v/n

x—k’>1donc\/ﬁ

Dot Sy (z) <

N
¢) f(z) =2z(1 —x) a un maximum égal & % (obtenu pour x = 1)
1 1 1 )
< — = < — —_—
Donc Sy (z) < N et S(z) = Sy (z) + Sw(zx) < NG + NN

2) a) L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit: | Z arbr| < Z a? Z b
\ k=0 \ k=0

b) Pour aj = |z — ‘ \/ (1 —x)F et b = \/(k>xk (1 — x)»=* on obtient:
z(1—x) .
S(z) < B (en utilisant T.A.1 et I.A.4).
1 1
De z(1 —z) < <gon déduit S(z) < ENG

1) Pour f(z) = 22 on calcule en écrivant k? = k(k — 1) + k et en utilisant les I.A.2 et I.A.3:

B (f)(w) = Z % (Z)Ik(l —a)" k= %(n(n —1)2? +nx) = M+H
k=0
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2)

3)

4

1)

1-— 1 1
Par suite, B, (f)(z) — 2% = 2l-2) d’ott [|Bn(f) — flloo = e puisque 0 < z(1 — z) < 7 le
n n
1
maximum étant atteint pour z = 3
Immeédiat avec le I.A.1.
1

k k
. 1 . k. <515 dor _ < s b
a) Si f est d-lipschitzienne, |f(n) fl@)] < 6‘71 z| dou | B, (f)(z)— f(z)] < 6S(x) < 52\/5
avec le 1.B.2. 5
C’est vérifié pour tout x € [0, 1] donc ||Bn(f) — flleo < 5

2/n’
b) Si f est de classe C*, elle est d-lipschitzienne sur [0, 1] par I'inégalité des accroissements
0
finis (avec § = ||f'||oo). On peut donc lui appliquer le a) et ¢ = 7

¢) L’inégalité des accroissements finis s’applique plus généralement & une fonction continue
et de classe C! par morceaux sur un segment: f est donc d-lipschitzienne sur [0, 1] avec
0 = ||f"]|oo et le résultat du b) est encore valable.

Soit r > 0 et un entier n tel que £ < r. Le polynéme P = B, (f) vérifie pour tout z € [0, 1]:
n

-
|P(a) — f(2)] < ~= < r done f(z) —r < P(x) < f(x) + 1.

Partie I1

1.2 est la somme de la série géométrique de raison z2 et de premier terme 1, donc b,, = 1
—x
si n est pair, 0 si n est impair.

En prenant a,, = 2b,, on obtient f(x) = au voisinage de

2
1 qui vérifie bien f(z) ~
-z

17. Mais la suite (a,) diverge puisque as, = 2 et as,+1 = 0.

1 X 1 =
Par dérivation de = t" pour t €]—1,1] on obtient ———— = nt" ! avec le méme
v 1t nz_:o P =11 1-1)72 ,2—:1 v
rayon de convergence égal a 1. La série diverge pour ¢ = 1 et pour ¢ = —1 puisque son terme

général ne tend pas vers 0.

“+oo
En posant t = 22 et en changeant n en n+ 1 on obtient ¢(z) = Z(nJr 1)2*" pour z €] —1,1].
n=0
Par suite, ug, =n+1 et ugpy1 = 0.
+oo
Y(x) = (1 —z)p(x) = Z(n + 1)(z* — 2*"*1) pour = €] — 1,1[. Par suite, v, = n + 1 et
n=0

Van+1 = —(n + 1)

n+1

Puisque vz, + van41 = 0 on déduit 99,1 = 0 et ¥gp = ——.
2n+1

4

(I1+2)%(1—2)
voisinage de 1~. Mais la suite (a,) diverge puisque ag,+1 = 0 alors que as, tend vers 2.

En prenant a,, = 4v,, on obtient f(z) = qui vérifie bien f(z) ~ 1

Pour x € [0,1[ et k < n on a z* > z". De plus a, > 0.
n

On en déduit: f(x) > Zakxk > apx” = Apx™.
k=0 k=0



II.D

2) Par hypothese, (1 — z)f(z) tend vers 1 quand x tend vers 1. Il existe donc € > 0 tel que
1 —e <z <1entraine (1 —z)f(z) < 2.

Comme e~ /™ tend vers 1 quand n tend vers I'infini on déduit qu’il existe N > 0 tel que n > N
2
entraine 1 —e < e /" < 1 et donc (1 — e V") f(e= /") <2, dott f(e™1/™) < T ot
—e n
_ ,—1/n 1 —1/n 2 ) N
3) Pour z =e etn NOH&A@ <f( ) 17_1/(1011.
—e n

1)

an <

2¢ 2eel/m
(D =) (e )

§262 puisque e* —1 >z etn > 1.

La suite a,, est majorée pour n > N, donc aussi pour tout n.

a)

)

n+1

(1 — 1‘) iAk{L‘k = iAka'k — iAkl‘kJrl = iAk:L‘k — ZAkflxk = AO + i(Ak —
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1 k=1

n
Ap_1)zb— A,z = Zakxk—Anaz"H. Comme pour z €]—1,1[, |4, 2" < A, |z|" T <

+oo
(n + 1)p|z|"*! tend vers 0 quand n tend vers I'infini, on déduit (1 — z) Z Apa® = f(x).
k=0
N-1 +o0 N-1 +o0
Apa®+ Z Apz® < Z An_12¥+ Z (k+1)px® (puisque = > 0, que la suite
k=0 k=N k=0 k=N

/() AN b
Ay, est croissante et que A < (k+1)u). Par suite, 1 <An_ 1 +u (k+1)x
-z -z

k=N
+oo
On en déduit (toujours pour z € [0,1]): f(z) < Anv_1+u Z (k+1)(zF — 2**1).
k=N
n n n+1
Do (k1) (@F—aH ) = 3 (k4 1)ak = Y ket = (N+ 12N+ Z o —(n+ 1)t
k=N k=N k=N+1 k=N-+1

.’L‘N+1

qui tend vers (N + 1)a™v + I

quand n tend vers U'infini.

N+
On a done f(z) < Ay—1 +u((N+1)mN+ 1 >

— T

Par hypothese, (1—x)f(z) tend vers 1 quand z tend vers 1, donc (1— ”C) ( ) tend vers
(

1 quand z tend vers 0. Il existe donc € > 0 tel que 0 < z < € entraine ( NfEe ™) = %

1 1 1

D’autre part, e™* > 1 — « entraine pour x > 0: e . On en déduit f(e™?) > Z o5
P

A N
pour 0 < z < e. En posant z = N on obtient f(e~ va) > 3y pour N > Ny.

En prenant z = e~ ~ dans IL.D.1.c on obtient avec IL.D.2.a (pour N > Np):
A -
e e N

N
An_1 > — — Nale s+ ——
N-1 2 oy M(( +1)e +1 -

— e

2>

_ 1 1 e
Avec ay_1 = L on obtient aN_1 = — — ,ue*’\ 1+—=—+—
2A N N(l — e‘%)
Avec 1 — ™% ~ z au voisinage de 0 on déduit que N(1 — e~ ~) ~ A quand N tend vers

linfini. Par suite le membre de droite du II.D.2.b a pour limite (quand N tend vers

Iinfini): % — e (1 + ;\) 21>\(1 —2ue (A +1)) = 2v.

lim e *(\+1) = 0 entraine que v > 0 pour \ assez grand.
A—=~+00

3) Pour un tel A on obtient a, > v > 0 pour n > Ny + 1.



ILE 1)

2)

1

1 1
/ / Odt+fes+/ —dt = —ee + 1.
0 o1 t 2

1 | 1
/ / Odt+775+/ —dt = ————— —In(e”! +e).
0 +¢ e—1qe 2e ' +¢

. l—2 l—2
Pour P(z) = 2*: (1 — x) Zanx P(z") = W(l — 2" f(2*1). Comme Tk =
1
T + o tend vers Pl quand z tend vers 1 on déduit avec iﬂ(l —x)f(z) =1
1 1
que (1 —=z Z an ) tend vers i1 /0 P(t)dt quand z tend vers 1.

Par hnearlte de la limite et de 'intégrale le résultat s’étend a tout polynome.

La fonction g~ — g est continue et de classe C' par morceaux sur [0,1]. On peut donc lui
appliquer le résultat du I.C.4 pour r = g: il existe un polynéme P tel que g~ (z) —e < P(x) <
g~ (z) pour z € [0, 1].

De méme la fonction g + g est continue et de classe C'' par morceaux sur [0, 1], on peut lui
appliquer le résultat du I.C.4 pour r = g: il existe un polynome @ tel que g*(z) < Q(z) <
g7 () + & pour z € [0,1].

Comme ¢~ (z) < g(x) < g*(x) on a bien obtenu g~ (z) —e < P(z) < g(z) < Q(x) < gt (z) +¢
pour z € [0, 1].

Puisque 2y = e~ YN tend vers 1 quand n tend vers l'infini, on déduit du ILE.2 que

+o0o 1
(lfo)Zan:cR/P(xR,) 2/ P(t)dt — e pour N > A.
n=0 0
+oo
De méme, (1 —xy) ZanzNQ 'y) / Q(t)dt 4+ € pour N > B.
n=0

Les deux inégalités sont donc vérifiées pour N > Ny = max(A4, B).

= 6_% > e ! & n < N. Par suite 2%g(z%) = 0sin > N et 1si n < N, donc

(1—zn Z antyng(xy) = (1 — xn)An. Puisque an2% > 0 on déduit du IL.E.3:

n=0
+o00 +oo o
(1=2n) Y ana}P(zR) < (1—2n) Y anag(aly) = (1—zn)Ay < (1-28) Y anz{Q(z}).
n=0 n=0 n=0
1 1
Puis avec le ILLE.4: Pt)dt —e < (1 —zn)ANn < Q(t)dt + & pour N > Nj.
0

0
1 1
Puis avec le IL.E.3: / g (t)dt—2e < (1—2xn)AN < / gt (t)dt + 2e.
) , 0 0
/ g+(t)dt:§ea+1<1+25 donne (1 —zn)An <1+4e <1+ 5e.
0
1
1
/ g~ (t)dt = ,+ —In(e™' +¢) > —In(e”' +¢) =1 —1In(1+ec) =1 — ec en utilisant
0 2e 1l 4¢
1
In(1+4 z) < 2. On obtient / g (t)dt>21—-3e d’ou (1 —zn)An =1 — 5e.
0

On a donc démontré que lim (1 —e /M)Ay = 1.

Nr——~+oco
Ay 1
Donc lim ay = lim l—e VMyAy——— 1.
one Hm ay = lim g Mo v e ) NN —e /M)



