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Espaces Vectoriels Normés

Densité des matrices diagonalisables dans M, (C).

Théoréme :

Soit D,,(C) 'ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C).

Soit D), (C) I’ensemble des matrices de M,,(C) ayant n valeurs propres distinctes dans
C.

1. D;,(C) est un ouvert de M, (C).
2. Int(D,(C)) = D, (C).
C) et D,(C) sont denses dans M,,(C).

Dy (
D, (R) n’est pas dense dans M, (R).

1. Soit M € M, (C). On a M € D, (C) si et seulement si son polyndme caractéristique x s n’admet
que des racines simples dans C, ce qui équivalent & dire que (M) = Res(xa, X3y) # 0. L’ensemble
D) (C) est donc un ouvert de M,,(C) comme image réciproque de "ouvert C* par lapplication
continue ¢ (¢ est continue en tant que fonction polynomiale des coefficients de M).

2. Une matrice ayant n valeurs propres distinctes est diagonalisable. Donc D), (C) C D, (C). D’autre
part, on sait que D), (C) est un ouvert de M,,(C). Donc D, (C) C Int(D,(C)).

Supposons qu’il existe A € Int(D,(C)) ayant une valeur propre A d’ordre supérieur ou égal a 2.
On peut alors trouver une matrice inversible P telle que A = PDP~! avec

A 0

Pour tout entier £ > 0, on pose

Ay 0

1 A
A = 3
Ay = k s D=
0 A .
0 An
Le polynéme minimal de Dy, est un multiple de celui de Ay, c’est-a-dire de (z — \)? (si P(Dy) = 0,
alors P(Ay) = et P est un multiple de wa, ). En conséquence, la matrice Dy et la matrice Ay =

PDyP~! ne sont pas diagonalisables (une matrice est diagonalisable si et seulement son polynome
minimal est scindé & racines simples). Comme A = hm Ay, on ne peut pas avoir A € Int(D,(C)).

Donc toutes les matrices de Int(D,(C)) ont n valeurs propres distinctes et Int(D,(C)) C D,,(C).
En définitive, on a bien l'égalité Int(D,(C)) = D, (C).

3. Toute matrice A € M,,(C) est semblable & une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire qu’il
existe une matrice P inversible et une matrice triangulaire

t11 12 tin

tog -0 lop L

T = ) . telles que A = PT P~
O tn"l

On pose alors :
o — 1 sit;; = tj; pour tous ¢ # j dans {1,...,n}
1nf{|t“ — tjj| s ,1 S ’L,] S ’I’L,tii 7& tjj} sinon



et on deéfinit la suite de matrices (Tx)g>1 par Ty = T + Ay, ot

«
T 0
«
Ay = 2k
«
0 -
nk
«
Pour tout entier k& > 0, la matrice T}, a toutes ses valeurs propres distinctes (si ¢;; + - A =t;; + T
? J
avec t;; # t;;, alors
a |l 1 o
|tii—tjj|:E i35 L Sa

ce qui contredit la définition de « et donc Ty, € D, (C) et elle est en particulier diagonalisable.
On a alors, avec la continuité du produit matriciel, A = lkim Ag, ou pour tout k > 0, la matrice
o)

A = PTpP-1 est dans D, (C) et diagonalisable. D’ou la densité de D) (C) et de D,(C) dans
M, (C).
4. Le résultat précédent est faux sur M, (R). Dans le cas n = 2, lapplication ¢ : M3(R) — R qui
a
c

associe & une matrice M = d le discriminant de son polynéme caractéristique :

o(M) = (a — d)* + 4bc
(résultat de xar et x),) est continue et :

A= lkim A = p(A) = lkim w(Ag)

Mais pour Ay dans D5(R) ou dans D(R), on a ¢(Ag) > 0 et pour A a valeurs propres complexes
non réelles, on a p(A) < 0. Une telle matrice A ne peut donc étre limite d’une suite de matrice de
D5(R) ou Da(R).

Application : Théoréme de Cayley-Hamilton.
Soit f un endomorphisme de E un C-espace vectoriel de dimension finie. On note x
le polynome caractéristique de f . Alors

xf(f)=0

Preuve :

Pour toute matrice A € M, (C), note x4 son polynéme caractéristique.

Si A € M, (C) est diagonalisable, il existe une matrice inversible @) et une matrice diagonale D =
diag(A1, N, ..., \y) telles que A = QDQ . Ce qui entraine :

xa) = [Tk =2, xa(4)=Q@xa(D)Q~' =0
k=1
Une matrice quelconque A € M,,(C) peut s’écrire A = lkim Ay, ot (Ag )k est une suite de matrices diag-

onalisables. Avec la continuité de application M +— x5 (M) de M,,(C) dans M,,(C) (les composantes de
cette application sont des fonctions polynomiales des m;;), on déduit alors que xa(A) = lkim X4, (Ag) =0.



