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Préparation aux Concours

Probabilités

I Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

A toute variable aléatoire réelle discréte X : Q — R, on associe une fonction ¢ x» appelée fonction caractéristique
de X et définie par VEER,  gy(t) =E(e*X).

LA - Premiéres propriétés

Dans cette sous-partie, X est une variable aléatoire réelle discrete.

Q1. On suppose, dans cette question, que X(€2) est un ensemble fini de cardinal r € N*.

On note X(Q) = {xy,...,z,} ot les z; sont deux & deux distincts, et, pour tout entier k € [1,7], a, = P(X = x},).

.
Montrer que, pour tout réel t, ¢y (t) = Z a,e' i,
k=1

Q2. Onsuppose dans cette question que X(€2) est un ensemble dénombrable. On note X(Q) = {z,,n € N}
ot les ,, sont deux & deux distincts. Pour tout n € N, on pose a, = P(X =1z,,).

+00
Montrer que ¢y est définie sur R et que, pour tout réel ¢, ¢ (t) = Z a,e'tn.,
n=0

Q 3. Montrer que ¢y est continue sur R.
Q4. Soit a et b deux réels et Y = aX 4 b. Pour tout réel ¢, exprimer ¢y(t) en fonction de @y, t, a et b.

Q5. Soitt € R. Donner une expression de ¢ (—t) en fonction de ¢ (t). En déduire une condition nécessaire
et suffisante portant sur I'image ¢y (R) pour que la fonction ¢y soit paire.

LB - Trois exemples
Q6.  Soitn €N etpe]0,1]. Onsuppose que X :  — R suit une loi binomiale 5B(n, p) et on note ¢ = 1—p.
Montrer que, pour tout ¢ € R, ¢ (t) = (g + pe't)™.

Q7. Soitp€]0,1[. Quelle est la fonction caractéristique d'une variable aléatoire suivant une loi géométrique
de parametre p ?

Q 8. Soit A > 0. Quelle est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de parametre A ?

Soit X : 2 — R une variable aléatoire réelle.

1V.A -

On suppose que X(€2) est fini et on reprend les notations de la question 1. oo
Q 38.  Montrer que ¢ est développable en série entiere sur R et, pour tout réel ¢, ¢ (t) = Z %[(X ).
n=0 '

1V.B —
On suppose que X () est dénombrable et on reprend les notations de la question 2.
On suppose également que, pour tout entier n € N, X admet un moment d’ordre n et qu’il existe un réel R > 0

tel que "
E(JX|") =0 (ﬁ) quand n — +o0.
n o\ k n+1

Q 39. Montrer que pour tout n € N et tout y € R, |el¥ — kz:% (12') < (|3|+ ik

L1 , R R
Q 40. En déduire que pour tout réel t € [——, —},

e’ e
+00 .\ k
1t
ox(t) =Y T E(x)
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Théme 2 : Fonction Génératrice des moments

Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (€2, A, P). On suppose que X(Q) C R™.
Sip € N, on dit que X admet un moment d’ordre p si la variable aléatoire X? admet une espérance. On note
alors mp(X ), appelé moment d’ordre p de X, 'espérance de XP.

On remarque que my(X) = 1.

Q1.  Justifier que Vk € [1,n], 0 < X*F <1+ X",

Q 2. En déduire que, si X admet un moment d’ordre n (n € N*), alors X admet des moments d’ordre k
pour tous k € [1,n—1].

I.A —  Fonction génératrice des moments

On suppose que, pour tout entier naturel non nul n, X admet un moment d’ordre n et que la série entiere
n

t
Zmn(X )—' admet un rayon de convergence Ry > 0.
= n!
+oo n

t
Pour tout t € |-Ry, Rx/[, on note My(t) = Zmn(X )—- La fonction My s’appelle la fonction génératrice des
n!

n=0
moments de la variable aléatoire X.

Q 3. Justifier que la connaissance de la fonction My permet de déterminer de maniére unique la suite (m,, (X >>new'

Q 4. En utilisant les résultats du préambule, montrer que, pour tout ¢ € |-Ry, Ry|, la variable aléatoire
e admet une espérance et que My (t) = E(eX).

Q 5.  Montrer réciproquement que, s'il existe un réel R > 0 tel que, pour tout ¢t € |—R, R[, la variable
aléatoire !X admet une espérance, alors I'ensemble de définition de la fonction génératrice des moments de X
contient |—R, R[ et pour tout ¢ € |-R, R[, My(t) = E(e¥).

On suppose que X et Y sont deux variables aléatoires réelles discretes indépendantes a valeurs strictement
positives admettant des moments de tous ordres. On note Ry (respectivement Ry) le rayon de convergence
(supposé strictement positif) associé & la fonction My (respectivement Msy).

Q 6. Montrer que la variable aléatoire X + Y admet des moments de tous ordres et que
V[t <min(Ry, Ry), My, y(t) = Mx(t) x My(t)

I.B - Ezxzemples

A est un nombre réel fixé.

I.B.1) On suppose que Z est une variable aléatoire sur (€2, .4, P) suivant la loi de Poisson de parameétre A.
Q. Montrer que Z admet des moments de tous ordres.

Q 8. Calculer la fonction génératrice des moments de Z. En déduire les valeurs de m;(Z) et my(Z).
1.B.2) Soit n un entier naturel non nul. Pour i € [1,n], X, est une variable aléatoire sur (£, A, P) suivant

une loi de Bernoulli de paramétre A/n. On suppose que X;, X, ..., X,, sont mutuellement indépendantes et on
n
pose S, = Z X;.
i=1
Q9.  Calculer la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire S,,.
Q 10. Pourt €R, calculer lim Mg (t).
n—+00 n

Q 11.  Comparer avec les résultats de la question 8.

1.B.3) Pour n € N*, U, est une variable aléatoire sur (€2, .4, P) suivant la loi uniforme sur [1,n]. On pose

1
Y, =-U,.
n

n

Q 12.  Calculer la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire V.
Q 13. Pourt€R, calculer lim My ().

n—+00 "
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Theme 3 : Fonction Geénératrice
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, on appelle fonction génératrice d'une variable aléatoire réelle X

a valeurs dans N, lorsqu'elle existe, la fonction G définie par: Gx(t) = E(t¥) = JrZO:otkP(X =k).
Partie I +=0
Quelques propriétés de la fonction génératrice et quelques exemples
1. Montrer que la fonction génératrice Gy est au moins définie sur I'intervalle [-1,1].
2. Montrer que pour tout k € N, Gg’;) (0) = kIP(X = k).
3. Donner I'expression de Gy, en précisant le domaine de définition, dans chaque cas suivant:
a) X suit la loi de Bernoulli de paramétre p, notée B(p), ot p € [0, 1].
b) X suit la loi binomiale de paramétre n, p, notée B(n, p), oi n € N*,p € 0, 1].
¢) X suit la loi géométrique de paramétre p, notée G(p), ou p €]0,1].
4. Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance si, et seulement si, Gy est dérivable en
1 et dans ce cas Gy (1) = E(X).
5. Montrer que la variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 si, et seulement si, Gx est deux
fois dérivable en 1 et dans ce cas V(X) = G%(1) + G (1) — (G5 (1))%
6. En déduire I'espérance et la variance d'une variable aléatoire qui suit la loi géométrique G(p) de
paramétre p, ot p €0, 1].

_Partie II
La fonction génératrice d’une somme de variables aléatoires
Soient n un entier naturel non nul et N une variable aléatoire telle que N(2) = [1,n] = {1,...,n}.

On suppose que pour tout k de [1,n], P(N = k) est non nul. On considére n variables aleatonres

indépendantes (X;)1<i<n, toutes de méme loi qu'une variable aléatoire X, telle que X(Q) = [1,m],
N
avec m un entier naturel non nul. On pose S = ) Xj, (en particulier, sachant que I'événement (N = h)

h i=1
est réalise, h € [1,n], alors S = )" X;).

1=
1. Montrer que pour tout k € [1,n], Gx, 4. +x, = G])“(.

2. a) Soit Y une Variable aléatoire réelle qui prend un nombre fini de valeurs dans Y (€2), montrer
que B(Y) = Z P(N = k)E(Y[[N = k), ou ¥k € [1,n],

E(Y|[N = k]) Y yP((Y =y)|[N = k) désigne l'espérance de Y sachant I'événement
veY(Q)
[N = k| et P((Y =y)|[N =F]|) désigne la probabilité de (Y = y) sachant I'événement

[N =K.
b) Montrer que pour tout k € [1,n] et pour tout réel t, E(t9|[N = k]) = G%(¢).
¢) En déduire que pour tout réel t, Gs(t) = Y P(N = k)G (t).

d) Montrer que Gg = Gy o Gx. =l
3. En déduire que E(S) = E(N)E(X).



Théme 4 : Une autre fonction génératrice

Partie |
Cas particulier : variables aléatoires discrétes finies

Soit X une variable aléatoire discréte prenant un nombre fini de valeurs 1, ...,z, avec les probabilités
respectives pi, ..., py, oll € N*. Dans cette partie, on définit la fonction ¢ x sur R* par,

VR pxlt) = 3 n(Mx (1)

1. Déterminer My, lorsque Z suit une loi de Bernoulli de parametre p, p € [0, 1].

2. Montrer que Mx est de classe ¢ sur R, et que pour tout entier naturel k, M )(f ) (0) = B(X").

3. (a) Montrer que px estbien définie sur R* et prolongeable par continuité en 0. On pose ¢ x (0) = E(X)
et on note encore ¢ la fonction ainsi prolongée.

(b) Démontrer que ¢x est dérivable en 0 et calculer ¢’y (0) en fonction de la variance V(X) de X.
1
(c) i Montrer que pour toutu <0,e" <1+4+u+ §u2.

ii. Montrer que si X ne prend que des valeurs négatives ou nulles, alors, pour tout ¢ > 0,

px(t) < B(X) + 5E(X?),

(d) i Pour tout entier i tel que 1 < i < r, onnote f; la fonction définie sur R, par t — et Montrer
que la famille (fi, ..., f,) est libre.

ii. En déduire que deux variables discretes finies X et Y ont la méme loi si, et seulement si, les
fonctions ¢ x et py sont égales.

(e) Montrer que si X et Y sont des variables discretes finies indépendantes, alors, ¢ x+y = ¢x + ¢y.

(f) En déduire My, lorsque X suit une loi binomiale de parametre s et p, s est un entier naturel non
nulet(0 <p<l1.

(g) On dit qu'une variable aléatoire réelle X est symétrique si X et —X ont la méme loi. Montrer que
¢x est impaire si, et seulement si, X est une variable aléatoire réelle symétrique.

4. On considere une suite (X,,),>1 de variables aléatoires discretes finies mutuellement indépendantes
sur (€2, A, P), qui suivent la méme loi que X. On note m l'espérance de X et o son écart-type que 1'on

suppose strictement positif.

n E<Sn>
V(S.)

On pose, pour tout entier naturel nonnul, S, = X1 + Xo + ... + X, et S} =

(a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et tout réel non nul ¢,

_wz\/ﬁ + \/7590)( ((;ﬁ_\/ﬁ) :

psx(t) =

(b) En déduire que 1i_>m ps: (t) = %



Partie I
Cas des variables aléatoires discretes réelles infinies

Soit X une variable aléatoire discrete réelle infinie, notons Ix 1'ensemble des réels t pour lesquels Mx existe.
1. (a) Montrer que, pour tous réels a, b, c tels que a < b < c et tout réel z, e?® < e + €.
(b) En déduire que Ix est un intervalle contenant 0.

2. Soit Y une variable aléatoire discrete réelle qui suit une loi de Poisson de parametre A > 0.
Déterminer la fonction génératrice des moments My de Y.

3. Onsuppose que la fonction My est définie sur un intervalle de la forme | —a, a[, (a > 0). Notons (2, )nen
une énumération des valeurs de X.
Posons, pour tout n € Net tout ¢ €] — a,a, u,(t) = P(X = z,,)e". Soit a > 0 tel que [~a, a] C] — a,d],
et soit p €]a, al.

(a) Montrer que, pour tout k € N, tout t €] —a, afettoutn € N, |u£1k) ()] < P(X = 2n)(Jza]) ke, ot
uy” désigne la dérivée k-me de la foncti
n gne la dérivée k-eme de la fonction u,,.

(b) Montrer que, pour tout k € N, il existe M}, > 0, pour tout ¢ €] — a, o et tout n € N,
WP (t)] < MpP(X =z, )eflen],

(c) En déduire que My est de classe " sur | — a, a], et que pour tout k € N, E(X*) = M )((k )(O).
4. Endéduire 'espérance et la variance d'une variable aléatoire Y qui suit une loi de Poisson de parametre
A>0.

Theme 5 : Une démonstration probabiliste du théoreme de Stone-Weierstrass

Soit f : [0,1] — R une fonction continue et n € N*.
1. Soit S,, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n et z, = € [0, 1], on pose, pour

S
tout n € N*, X, = —=.
n

(a) Déterminer E(X,,) et V(X,,) respectivement I'espérance et la variance de X,.

(b) Justifier que, pour tout § > 0, P(|X,, — z| > 0) < i

2. Onintroduit la variable aléatoire Y, = f(X,,) et on pose pour tout z € [0,1], C,,(f)(z) = E(Y;). Pour la
suite de cette question, on se donne un réel e > 0.

(a) Vérifier que x — C,,(f)(z) est une fonction polynomiale définie sur [0, 1].

(b) D'apres le théoreme de Heine, comme f est continue sur [0, 1], alors il existe 5 > 0 tel que, pour
tout (x1,29) € 0,1] X [0,1], |21 — 22| < B = |f(z1) — f(22)] < % (On ne vous demande pas de
redémontrer ce résultat ).

i. Montrer que | ) <f (S) _ f@)) p (Xn _ %)

|7 -a|<8

(VAN
RIS

ii. Montrer que f il —f(z)| P Xn:E < i,avec]\/[: sup |f(t)].
n n 2n 32

‘%—x|>ﬂ t€[0,1]

(c) En déduire que la suite (C,(f))n>1 converge uniformément vers f sur [0, 1].




