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Seéries Entieres

Le Cours Complet
Les Astuces Concours

Objectifs
1. Savoir déterminer le rayon de convergence
2. Savoir calculer les sommes de séries entieres (DSE)


https://www.facebook.com/prepas.maths.52

1. Rayon de convergence :Modes de convergence

Deéfinition 1

On appelle série entiére toute série de fct de la forme 2.a,z" ot a,e C, zeC

Définition 2
Soit 2.a,z" une série entiére
On appelle rayon de convergence le nombre (fini ou infini) R, défini par :

R, = sup { z| tq Xanz" converge}

Théoreme 1 : A retenir

Soit a,z" une série entiére de rayon de convergence R,
On a les résultats suivants

1. |z|<R, => Xa,z" converge

2. |z|>R, => Xanz" diverge

Théoreme 2 : A retenir

Soit 2a,z" une série entiére de rayon de convergence R,
On a les résultats suivants

1. 2a,z" converge => |z| < R,

2. Xa,z" diverge => R, < 7]

Remarques

Si |z| = Ra, on ne peut rien dire
Si |z| < R,, on ne peut rien dire
Si |z| > R,, on ne peut rien dire

Exemple : Z(z“ / m)

z|<1 =>|z"/n | <|z" | et Z|z" | converge, donc Z(z“ / n) converge
=>1z| <R, V|z[<l=>R,>1

Pour z=1, Z(z“ / n) diverge, donc R, < 1, donc R, =1
Alors 2.1/ n diverge pour z=1 et 2 (-1)"/ n converge pour z=-1
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Théoréme 3 : Lemme d’Abel (version de convergence)

Soit Xa.z” une série entiére de rayon de convergence R,
Soit zy € C, on a les résultats suivants

1. Si (anzo" ) est bornée, alors 2.a,z" converge absolument V z tq |z|<|z(|
2. Sianze" — 0, alors 2.a,z" converge absolument V z tq |z|< |zo|

3. Si Xa.z" converge, alors 2.a,z" converge absolument Y z tq |z|< |z|

Demo : Idée a apprendre
1. Soit M>0 tq |anzo"| £ M, donc | a,z" |=| anzo" (z/20)"| < Mq"

oll |q|=|z/zo|<1, donc 2.q" converge
2. Découle de 1, car a,zo" — 0=> (a.zo" ) est bornée

3. Découle de 2, car 2a,z," converge => a,z," — 0



Théoréme 4 : Lemme d’Abel (version de divergence)

Soit 2a,z" une série entiére de rayon de convergence R,
Soit zy € C, on a les résultats suivants

1. Si X a.zo" diverge, alors 2a,z" diverge grossiérement Y z tq |z|> |zo|

2. Si a.zo" ne tend pas vers 0, alors 2.a,z" diverge grossiérement V z tq
1z|> 20|

3. Si a.zo" n’est pas bornée, alors 2.a,z" diverge grossiérement V z
tq [z> |zo|

Demo

1. Par I’absurde, supposons 3 z tq |z|> |zo| 2Z.a.z" ne diverge pas
grossierement, en particulier a,z" — 0 et comme |zo|< |z|, alors selon

le lemme d’Abel (version 1), alors 2 a,zo" diverge (Contradiction)
2. Découle de 1
3. Découle de 2

Théoreme 5

Soit 2a,z" une série entiére de rayon de convergence R,
On a les résultats suivants

e |z] <R, => 2a,z" converge absolument

* |z| >R, => 2a,z" diverge grossiérement
e |z| >R, =>7???

Théoreme 6

Soit Xa,z" une série entiére de rayon de convergence R,
On a les résultat suivant

z| <r <R, => 2a,z" converge normalement

Demo

lanz” | < |aar” | avec Xjaqr” | converge car r < R, d’ot le converge normale



Théoreme 7 : fondamental

Soit Xa,z" une série entiére de rayon de convergence R,
On a les résultat suivant

e Xa,t"est de classe C* sur -R., Ra [

. fab Ya,t"dt = Zfab axt" dt pour tout segment [a,b] C ]-R., R, [

Demo

* étape 1: Xanz" et Xna,z"" ont méme rayon de convergnce
* étape 2 : appliquer les thm généraux des series de fcts

Astuce

En particulier on peut dériver une série entiére de rayon de convergence

R. sur ]-R., R. [ terme a termes autant de fois voulus

En particulier on peut intégrer une série entiere de rayon de convergence
R. sur tout tout segment [a,b] C ]-R,, R, [ terme a termes autant de fois

voulus




1. Rayon de convergence : Méthodes de Calcul

Méthode 1 : D’Alembert
On calcul L=lim |ay:1 / ay|
On conclut que R,=1/L

Méthode 2 : Regle des équivalents
Si a, ~ by, alors R.=R,

Demo
a,~b, =>a,/b, - let b,/a, - 1=>a,/b, et b,/ a, sont bornée
=> a,=0(b,) et b,=0(a,) => R,=> Ryet R,> R,=> R,= R,

Méthode 3 : Reégle des majorations
Si |an | < |ba|, alors R.a> Ry,

Demo
z € D(O,Ry ) (ouvert) => |z| < R, => 2b,z" converge absolument

=> 2.a,z" converge absolument (car |a, | < |by|)
=> |z| < R, =>z € D(0,R,) (fermé)

Ainsi D(0,R}) (ouvert) C D(0,R,) (fermé)

Donc R, > Ry,

Remarque
L.a Méthode 3 est encore valable si a,=o(b,) ou bien a,=O(b,)

Remarque

La méthode 3, permet juste de majorer ou minorer le rayon de converge
mais ne permet de le calculer

On peut toute fois utiliser les astuces suivantes

Astuce
Si |by| <lan | < |cnl, tq Ry= R, alors R:= R, = R¢
Si 3Z1 s Lo tq

* |z = z: |

Da,z," converge et 2.a,z," diverge
Alors R.=|z, |= |22 |




Exemple

2.1/n diverge et 2(-1)"/n diverge donc R,=1 pour %z"/n

Meéthode 4 : Cas des séries lacunaires

Rappel : Une série entiére 2.a,z" est dite lacunaire quand une infinité de
ses coefficients sont nuls

Autrement dit : toutes les puissances ne sont pas présentes

Forme générale : Zanz“’(“)

Exemples

e . 3nz* est lacunaire car 2 3n z** =372 +3z* + 92° + . ..

2. sin(n) 2" est lacunaire car 2. cos(n) z™? =cos(0) + cos(1) z +
cos(2) z* + cos(3) 2’ + ...

Astuce : D’Alembert version série numérique
On pose wnzanz“’(“) (wn dépend de z)
On calcule L=lim | wn:1/ wn | (L dépend de z)

On déduit Rtq L <1 <=>|z|<R
On conclut que R,=R
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3. Développement en série entiere (DSE)

Définition
Une fct f : IR - IR est dite développable en série entiere (DSE) au

. . . é . o N\ +w
voisinage de 0 <=> elle existe une série entiére 2.a,z" tq f(x)= D=0 anx"
sur un intervalle ]-r,r[ avec r< R,

Exemples
1. 1/(1-x)= Xn=o x"sur ]-1,1[ avec R, =1

+
2. e'= ano *x"/n lsur ]-00,+00[ avec R, =+00

Théoreme 1

Toute fct f : IR — IR DSE au voisinage de 0 est de classe C"™ sur un
voisinage de 0 de la forme ]-r,r[
Son DSE est donnée par la formule suivante

f(x)= Zn:o+°°anxn Vxe |-n,
avec a,=f™(0)/ n!

Remarque
La réciproque du thm précédent n’est pas toujours vrai

cad : une fct de de classe C*™ au voisinage de 0 n’est pas forcément DSE,
au voisinage de 0

Contre Exemple Populaire : Extrait Centrale
f(t) =exp(-1/t) sit#0
=0 si t=0

Montrer que f est de classe C" sur IR*
Montrer que f est de classe C' en 0, avec f(0)=0, Vn € IN

En déduire que f est de classe C™sur IR
Montrer que f n’est pas DSE au voisinage de 0

i R




Théoreme 2

Soit fct £: IR — IR de classe C* sur un voisinage de 0 de la forme ]-

r,r[
Alors

f est DSE au voisinage de 0 <=> RH(X):IOX [(x-0)n ! ].£00(0) dt
converge vers 0 uniformément

Demo
Utiliser la formule de Taylor de avec reste intégrale

DSE Usuelles a Apprendre

=y = 142422 +---+2" +... R=1
1
= l—z+22+---4+(-1)"2" +... =1
14z
z2 z"
In(l-2z) = p Al uiali el R=1
In(l1+2) = 5-:—'%2+- + ( 1)"—1"“: + R=1
zintl
arctant = r— —+---+(-1)" +... BR=1
l2-n+1
arctanhz = gt gttt =1
5.2 ¢
e = l4z+ gttt R=+oo
ging = :.-:—x—3+‘ (= )“‘ : + R=+00
- 3! (2n+1)! " 77 -
cosz = 1-% 4. +(—1}"$2“ + R=+oo
- 21 @n)! -
coshz = 1+3:_2+ --+—x2n +--.- R=+oo
2 {2-:1;:!
sinhz = :r+m—3+---+—l+ R=+00
- 3! 2n+1)t " 77 -
T
(1+z)* = 1+cr..~:+---+¢r{a—1}...{a—n+1}%+... R=1
. z? (2n)!  gntl )
arcsiny = m+F+m+22ﬂ{n!}22n+1+'" R=1
) (2n)! g2t
— - 4... =1 =
arcsinhz = = 6 +---+(-1) ﬂi‘ﬂ(n!}22n+1+‘" R=1




Astuce 1

Pour montrer que f est DSE au voisinage de 0, il suffit de
1. Montrer que f est de classe C* au voisinage de 0
2. Trouver r>0 tq on peut majorer |[R,(X)| < €,

ot Ru(x)=[o* [(x-t)"/n ! ].£*I(t) dt
3. Montrer que &, —» 0

Astuce 2
Pour trouver le DSE de f au voisinage de 0, on peut utiliser :
Meéthode 1 :
e Ecrire f comme dérivée ou primitive d’un DSE usuel puis dériver ou
intégrer terme a terme
Méthode 2 :
e FEcrire f=g+h ol g et h DSE usuel puis utiliser la relation

Zn:0+ooaan + Zn:0+oobnxn = Zn:0+oo (an aF bn) Xn
Méthode 3 :
* Ecrire f=g.h ou g et h DSE usuel puis utiliser la relation

(Zn:0+°°anxn ).(Zn:()Jrooann = Zn:o+oo Cp X"
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