
Sur l’ensemble G =]−1, 1[, on définit la loi ∗ par : ∀(a , b ) ∈G 2, a ∗ b = a + b
1+a b .

1) Montrer que (G ,∗) est un groupe abélien. L’ensemble [0, 1[ est-il un sous-groupe
de (G ,∗) ?

2) Montrer que pour tout n ∈N∗ et tout a ∈G , a (n ) = a ∗a ∗ · · · ∗a = Pn (a )
Qn (a )

, où Pn

et Qn sont des polynômes vérifiant la relation Pn +Qn = (1+X )n . Expliciter ces
polynômes.

3) Montrer que l’application th (tangente hyperbolique) réalise un isomorphisme
de (R,+) vers (G ,∗).

4) Exploiter ces résultats pour calculer th(n x ) en fonction de thx .

Soit G un groupe abélien fini. Soit (a, b) ∈ G2

1. Montrer que o(a−1) = o(a).

2. Montrer que o(a.b) divise ppcm(o(a), o(b)).

3. Donner un exemple où o(a.b) ̸=ppcm(o(a), o(b)).

4. On suppose dans cett question que Gr(a) ∩Gr(b) = {eG}.
Montrer alors que dans ce cas, on a : o(a.b) =ppcm(o(a), o(b)).

5. Soit f : G → G un morphisme de groupe.
Montrer alors que o(f(a)) divise o(a).
Donner un exemple où o(f(a)) ̸= o(a).

6. On pose o(a) = n. Montrer que ∀k ∈ N , on a:

o(ak) =
n

pgcd(k, n)
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