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A ∈Mn(K), πA son polyn�ome minimal. Montrer que deg (πA) = n− 1 si et seulement s�il

existe une matrice P dans GLn(K) et a0, . . . , an−2, α, éléments de K, avec αn−1 =
n− 2∑
k=0

akα
k

tels que P−1AP soit de la forme (1).

JustiÞer que lorsque K = R on peut choisir P dans GL+
n (R) = {M ∈ GLn(R),detM > 0}.

3ème Partie

Dans cette partie,Mn(K) est muni de la norme ‖.‖ : A = (ai,j) �→ ‖A‖ =
( ∑

1�i,j�n

|ai,j |2
) 1

2 ; G(K)

désigne GLn(C) si K = C et GL+
n (R) si K = R. On se propose de montrer la connexité par arcs de

l�ensemble
C(K) = {A ∈ Mn(K), deg (πA) = n − 1}.

1. (a) Montrer que l�application det : Mn(K) −→ K, A �→ det A est continue et que G(K) est
un ouvert.

(b) Montrer que si A et B sont des éléments deMn(K), alors ‖AB‖ � ‖A‖‖B‖.
(c) Soit (A, H) ∈ GLn(K)×Mn(K) avec ‖H‖ < ‖A−1‖−1. Montrer que A+H est une matrice

inversible et exprimer (A + H)−1 −A−1 comme la somme d�une série.
(On pourra écrire A + H = A(In + A−1H .)

(d) En déduire que l�application I : G(K) −→Mn(K), A �→ A−1 est continue.

2. (a) Soient A et B deux éléments de GLn(C). Montrer que T (x) = det(xB + (1− x)A), x ∈ C,
est un polyn�ome en x, à coefÞcients complexes, et que T n�est pas le polyn�ome nul.

(b) Soient z1, . . . , zp les racines de T et soit r > 0,

soit φ : [0, 1] −→Mn(C), φ(t) = γ(t)B+(1−γ(t))A avec γ(t) =
{

t(1 + 2ir) si 0 � t � 1
2 ;

t + 2ir(1− t) si 1
2 � t � 1.

i. Montrer que φ est continue et calculer φ(0) et φ(1).
ii. Montrer que l�on peut choisir r tel que φ soit à valeurs dans GLn(C) et conclure.

(Si I = {i ∈ {1, . . . , p}, Im zi > 0} n�est pas vide, choisir r < min{Im zi, i ∈ I} .)

3. On admet que GL+
n (R) est connexe par arcs. J étant la matrice vue à la question A-7-c de la

2ème partie, montrer que l�ensemble {PJP−1, P ∈ G(K)} est connexe par arcs.

4. Soit M une matrice de la forme (1) où a0, . . . , an−2 et α sont des éléments de K tels

que αn−1 =
n−2∑
k=0

akα
k. En remplaçant dans M les éléments a1, . . . , an−2 respectivement par

ta1, . . . , tan−2, α par tα et a0 par ε(t) + a0, où ε(t) = (tα)n−1 −
n−2∑
k=1

tak(tα)k − a0, montrer que

l�on obtient une matrice M(t) ∈ C(K) et que l�application ψ : [0, 1] −→ Mn(K), t �→ M(t) est
continue ; calculer ψ(0) et ψ(1).

5. Déduire de ce qui précède que C(K) est connexe par arcs.

M =




0 0 · · · 0 a0 0
1 0 · · · 0 a1 0

0
. . . . . .

...
...

...
...

. . . 1 0 an−3 0
0 · · · 0 1 an−2 0
0 0 · · · 0 0 α




. (1)
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Ce résultat peut être admis et utilisé dans la suite



On se propose de montrer dans cette question que l’ensem-
ble des polynômes de degré p unitaires et scindés sur R est
un fermé de Rp[X].

Soit Pn = Xp + a
(n)
p−1X

p−1 + · · · + a
(n)
1 X + a

(n)
0 une suite de

polynômes unitaires de degré p scindés sur R qui converge
vers un certain polynôme P

a Dire pourquoi P est de la forme
p

∑
i=0

aiX
i.

b Montrer que : lim
n→∞

a
(n)
i = ai pour tout i ∈ [[ 0, p ]].

c Dire pourquoi ap = 1.

d Pour tout entier naturel n, notons Zn = (z
(n)
1 , · · · , z(n)p )

une liste des zéros (supposés réels) du polynôme Pn pris dans
un ordre arbitraire, mais bien sûr comptés avec leurs multi-
plicités.
Montrer que la suite (Zn) admet une suite extraite (Zϕ(n))

convergente, de limite Z = (z1, · · · , zp).

e En déduire que
p

∏
i=1

(X − zi).

CNC 200X
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Partie II. Étude topologique de

Rac(A).

Si A est une matrice de Mn(R) qui a pour coefficients (ai,j)1≤i,j≤n,
on définit une norme en posant N(A) = max

1≤i,j≤n
|ai,j|. On munit

Mn(R) de cette norme N.

① Fermeture de Rac(A).
Soit A une matrice de Mn(R). Montrer que Rac(A) est une
partie fermée de Mn(R).

② Étude du caractère borné de Rac(In).
a Un exemple instructif.

Pour tout entier naturel q, on pose Sq =
(

1 0
q −1

)

. Calculer

S2q. Rac(I2) est-elle une partie bornée de M2(R) ?

b Rac(In) est-elle une partie bornée de Mn(R) pour n ≥

3 ?
c Application : pour cette question, n ≥ 2.

Montrer qu’il n’existe pas de norme ‖.‖ “surmultiplicative"
sur GLn(R), c’est à dire vérifiant pour tous A et B dans
GLn(R), ‖AB‖ ≥ ‖A‖.‖B‖.

Partie III. Zéros de polynômes et intérieur de

Soit p un entier naturel non nul. On munit R
p de la norme infinie

‖.

‖∞.
On note Γp l’ensemble des fonctions polynomiales sur R

p c’est à
dire : si P ∈ Γp, il existe N entier naturel et une famille de réels

� � � 	 � �

On note Rac(A) l’ensemble des racine carrées de A, c’est à dire
Rac(A) = {R ∈ Mn(R)/ R2 = A}

{ai1 ,...,ip , 0 ≤ i1, . . . , ip ≤ N} tels que

∀(x1, . . . , xp) ∈ R
p, P(x1, . . . , xp) = ∑

0≤i1,...,ip≤N

ai1,...,ipx
i1 . . . xip

Par exemple si p = 3, P(x1, x2, x3) = 5x21 + 3x1x2x3 + 4x52 est une
fonction polynomiale sur R

3.
Si p = 1, Γ1 est l’ensemble des fonctions polynômes se R.
Enfin, si p ∈ Γp, on pose Z(P) =

{

(x1, . . . , xp) ∈ R
p/ P(x1, . . . , xp) = 0

}

(Z(P) est l’ensemble des zéros de la fonction polynomiale P).

L’objectif de cette partie est d’étudier l’intérieur de Z(P), afin de
déterminer l’intérieur de Rac(A).

On rappelle que si Ω est une partie de R
p, un vecteur a de R

p est un
point intérieur à Ω s’il existe un nombre réel r strictement positif
tel que B∞(a, r) ⊂ Ω et que l’intérieur d’une partie est l’ensemble
de ses points intérieurs.

① Questions préliminaires :
a Soit a = (a1, . . . , ap) ∈ R

p et r > 0. Montrer que B∞(a, r)
peut s’écrire comme produit de p intervalles.

b Soient F et G deux parties de R
p. On suppose que F et G

sont d’intérieur vide, montrer que F∩G est encore d’intérieur
vide.

② Exemples d’ensembles de zéros de fonctions polynomi-

ales. a Dans cette question, p = 1. Soit P une fonction
polynôme sur R. Dans quel cas Z(P) est-il infini ? Justifier
votre réponse.

b Dans cette question, p = 2. On considère P(x1, x2) =

CCP 2005
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2x1 − x2 − 1 et Q(x1, x2) = x21 − x2. Représenter graphique-
ment dans le plan R

2 les ensembles Z(P) et Z(Q). Z(P) et
Z(Q) sont-il infinis ?

③ Intérieur de l’ensemble des zéros d’une fonction polynomi-
ale.
Soit P ∈ Γp.

a Soient I1, . . . , Ip des parties infinies de R. Montrer par
récurrence que si la fonction polynomiale P s’annule sur
I1 × · · · × Ip, alors P est la fonction nulle.

b En déduire que si P s’annule sur une partie d’intérieur
non vide, P est la fonction nulle.
c Si l’on suppose que P n’est pas la fonction nulle, que

vaut l’intérieur de Z(P) ?

④ Application à l’étude de l’intérieur de Rac(A).
Dans cette question, on confondra les espaces vectoriels
Mn(R) et R

n2 . Par exemple, on prendra la liberté d’écrire que
pour M ∈ Mn(R), M = (mi,j)1≤i,j≤n ∈ R

n2, sans se soucier
de l’ordre des termes.
Soit A une matrice de Mn(R).
a Ecrire Rac(A) sous forme d’un ensemble de R

n2 puis
montrer qu’il existe des éléments P1, . . . , Pn2 de Γn2 tels que

Rac(A) =
n2
⋂

l=1

Z(Pl).

b Déterminer l’intérieur de Rac(A).
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