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ESPACES PREHILBERTIENS REELS
Elementary Level

Mathmaticien du jour Gram
Jorgen Pedersen Gram (1850-1916) est un actuaire et mathématicien danois,
trés connu a l'aide procédé de Gram-Shmidt. Son nom est aussi lié aux travaux
sur la fameuse fonction zéta de Riemann.

Gram était le premier mathématicien & une théorie systématique pour I'étude

des courbes de fréquence obliques, prouvant que la courbe gaussienne symé-
trique normale était juste un cas spécial d'une classe plus générale des courbes
de fréquence. Il est mort aprés avoir été heurté en une bicyclette.

Fxo E désigne un espace euclidien de dimension  n.

L} soit f:E! E une application non nécéssairement linéaire.

1) On suppose que f conserve le produit scalaire.
Démontrer que f est linéaire.

2) On suppose que f conserve les distances.
Démontrer que f =f(0g)+ g, avec g2 O(E).

Exo | Soit E espace vectoriel euclidien, n 2 N° et
2 (&)1 i. n une famille d'élé- ments E , tous unitaires telle que :

Koy o
kxk? = (xjg)* 8x2E
i=1

Montrer que c'est une base orthonormée de E.

Exo | Etude de projections.

3) 1

Caractrisation des projections orthogonales.

Soit E un espace vectoriel euclidien et p2L(E) une projection.
Montrer que :

p est une projection orthogonale (8 x2 E; kp(®)k - k xk.

2) Composition de projecteurs.
Soient F, G deux sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel euclidien E tels que
F? 2 G’.Onnote pr et pg les projections orthogonales sur ~ F et sur G. Montrer

que pr + P i Pric =ide €t Pr £Ps = Ps PF = Pri G-
3) Soit E un espace vectoriel euclidien et p, q deux projections orthogonales.

a) Montrer que p et g commutent si et seulement si  (Im p\ Im g)? \ Im p et
(Im p\ Im @)’ \ Im q sont orthogonaux.

b) Montrerque: p q=0() q p=0.
¢) Montrer que : Im(p) C Im(q) () Pour tout z € E, ||p(z)]| < ||q(2)]|.
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EXo

Exo

Exo

Exo

Distance a un sous-espace vectoriel

4 > Mp(R) ! R

1) Pour A =(3g;j) 2M n(R), on note : fA:> S=(s;) 7! ér" én(a”- sj)z .

Déterminer le minimum de fa sur Sy(R), et la matrice S réalisant ce minimum.

0 1 01
1 2 3 1
2) Soient A = %i (1) 1§ etB= %gﬁ
3 2 1 4
Calculer min  kAX Bk et déterminer les X
X2M 34(R)

réalisant ce minimum ( kk désigne la norme euclidienne canonique dans R 4).

Z,

3) Calculer inf t?(Int  at b)%dt; (a;b) 2 R?
0

Exo ) 1) Décomposition QR : Soit M 2 M ,(R) inversible. Montrer qu'il existe une matrice
5|

orthogonale, P, et une matrice triangulaire supérieure a coe cients diagonaux
positifs, T, uniques telles que M = PT.

2) Inégalité de Hadamard :  Soit E un espace vectoriel euclidien, B=(®;:::;%) une
base orthonormée, et C= (gl; :11;th) des vecteurs quelconques.

Démontrer que jdetg(O);j - j kt; k. Etudier les cas d'galité.

. Théoréme de Hanh-Banach.

G| Soit E un espace prehilbertien réel

1) Soit xo 2 E tel que X 6 0g, montrer qu'il existe ' 2 E” tel que ' (xo) 6 0.
Indication :  Ecrire E = Rxo©H o0 H hyperplan.

2) Soit x;y 2 E tel que x 6 y, montrer qu'il existe ' 2 E” tel que ' (x) 6 ' (y).

. Décomposition de Cholesky.

Soit A 2M ,(R) symétriqgue dé nie positive.

1) Montrer qu'il existe une matrice T triangulaire supérieure telle que A=1TT.
Montrer que T est unique si on impose la condition : 8i; Tj > 0.
Y‘

2) Application : Montrer que detA - aji .
i=1

. Quotients de Rayleigh _
Soit f 2 L(E) auto-adjoint, on se propose d'étudier les extremum du quotient de

(fe9i%

Rayleigh R;(x) = Tk ou x60g.Soit ,;- ,2-¢¢¢ -, les valeurs propres de f.
1) Montrer que : 8 %2 E; , 1kxk? . (F(%)]%) - , nkxk2.
2) Montrer que si l'une de ces deux ingalités est une égalité pour un vecteur %6 0,
alors x est vecteur propre de f.
3) Soit (&;:::;®&) une base orthonormée de E telle que pour tout i:(f(8)j®)=,i.

Montrer que . 81i; f(g8)=,i8.

4) En déduire que le quotient de Rayleigh de f atteint ses extremums, préciser ces
extremums et en quels vecteurs ils sont atteints.
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Exo ) - Quelques proprietés des endomorphismes auto-adjoints.
9] 1) Autoadjoint =) linéaire.
Soit E un K-espace vectoriel euclidien et u:E-->E telle que : 8 ;42 E; (u(x) j¥) =(xju(y)
. Montrer que u est linéaire.

2) Composee auto-adjointe :  Soient u;v 2 L (E) auto-adjoints. Montrer que  uzv est
auto-adjoint si et seulementsi  uzv=vztu.

3) Composeée de projecteurs :
Soient p;q deux projecteurs orthogonaux.

a) Montrer que pxqtp est auto-adjoint.

b) Montrer que (Im p+kerq)é)(kerp\ Im g) = E.
c) En déduire que p=q est diagonalisable.

4) Endomorphisme auto-adjoint et orthogonal :
Quels sont les endomorphismes de  E la fois auto-adjoints et orthogonaux ?

Exo ). Théoreme de Courant-Fisher
ZO]Soit E un espace vectoriel euclidien.
1) Soit v2 S(E), (i.e : auto-adjoint) tel que i/(x)!jix =0 pour tout x. Montrer que
v=0.
2) Soient ug;:ii;up 2 §(E). On-suppose que rg(uy) + ¢¢ & rg(up) = n, et que 8x 2
E: L(iix +cee Up(xix = (ikjk):
a) Montrer que u;+ ¢¢€ uy = Idg.
b) Montrer que E = Im(u;) ©¢¢¢@m(up).
c) Montrer que pour tout i, u; est la projection orthogonale sur  Im(u;).

3

Exo . Endomorphismes normaux.
1 1}Soit E un espace vectoriel hermitien. Un endomorphisme u2L(E) est dit normal si
u et u® commutent.
1) Soit u normal, montrer que si F est un sous-espace propre de u alors F? est
stable par u.
En déduire que u est diagonalisable dans base orthonormale.
La réciproque est-elle vraie ?
2) Soit u 2L (E). Montrer I'quivalence entre les propriétés suivantes :
(1) u est normal.
(2) 8 x 2 E; ku(x)k = ku®(x)k.
(3) Tout sous-espace vectoriel stable par u est stable par u”.
(4) Si un sous-espace vectoriel F est stable par u alors F? est stable par u.
(5) Il existe P 2 C[X] tel que u®= P(u).
3) Soit f 2L(E) tel que f +f®=f"+f et f2=j id. Montrer que f est orthogonal.
4) Soit A 2 M ,(C) de valeurs propres ,1;:::;,n. Montrer que AA® = A"A
tr(AA®) = [, 1j2+ CC€ j,nf
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