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Partie A : Les Must To Know

Soit u un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension finie non nulle
Montrer qu’il existe une droite vectorielle ou un plan vectoriel stable par u.
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Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E tel que tout vecteur non nul
en soit vecteur propre. Montrer que u est une homothétie vectorielle.
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Soit E un IK-espace vectoriel, u un endomorphisme de E, et F un sous-espace vectoriel de E stable par u.

a) Montrer que le polynôme caractéristique de l'endomorphisme induit divise celui de u

b) Montrer que tout polynôme annulateur de u est aussi annulateur pour l'endormphisme induit.

c) Montrer que le polynôme minimal de l'endomorphisme induit divise celui de u

e) Montrer que l'endomrohisme est diagonalisable (resp. trigonalisable), alors l'endomorphisme.

  induit l'est aussi

f) Etudier la réciproque de la question précédente.

MP* 1 (Rabat)
Groupe 2

Soit A ∈Mn(C) telle que rgA = 1.
Etablir A diagonalisable si, et seulement si, trA 6= 0

Soient A1 ∈Mp(K), A2 ∈Mq(K) et A ∈Mp+q(K) définie par

A =
(
A1 O
O A2

)
Montrer que A est diagonalisable si, et seulement si, A1 et A2 le sont.

Expliquer brièvement pourquoi tcom(A)A = det(A)In
On suppose que A admet n valeurs propres distinctes ; que vaut det(A) ?
Que représente un vecteur propre de A pour tcom(A) ?
On suppose de plus que A n’est pas inversible. Déterminer dim ker tcomA

Prouver que tcomA n’admet que deux valeurs propres, les expliciter.
iii) Etudier le cas où A est inversible

1)

2)
i)
ii)
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Montrer que tout en endomorphisme dont le polynôme caractéristique est scindé
 à racines simples est cyclique.
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1)

2) En déduire le lemme de Schur : Tout endomorphisme qui commute avec
tous les autres endormphismes est une homothétie
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Quelle est la dimension des sous-espaces propres de An ?
c) Déterminer les sous-espaces propres de An
Indice : on pourra, pour λ valeur propre de An, chercher X =


x1

...
xn

 ∈Mn,1(C)
vérifiant AX = λX et poser x0 = xn+1 = 0.

Partie B : Les Must To Do
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Soient An =


0 1 0

1
. . . . . .
. . . . . . 1

0 1 0

 ∈Mn(C) et Pn(x) = det(An − xIn)

a) Montrer Pn(x) = −xPn−1(x)− Pn−2(x)

Calculer P1(x) et P2(x).
b) Pour tout x ∈ ]−2, 2[, on pose x = −2 cosα avec α ∈ ]0, π[. Montrerque

Pn(x) =
sin((n+ 1)α)

sinα
c) En déduire que Pn(x) admet n racines puis que An est diagonalisable.

e) Diagonaliser la matrice An
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Soient f, g endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
On suppose que f est diagonalisable. Montrer :

f ◦ g = g ◦ f ⇔ chaque sous-espace propre de f est stable par g

Soit f un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E de dimension finie vérifiant :

« Tout sous-espace vectoriel stable par f admet un supplémentaire stable »

Montrer que l’endomorphisme f est diagonalisable.

Soit f un endomorphisme diagonalisable d’un K-espace vectoriel E de dimension
n.
On note Cf l’ensemble des endomorphismes qui commutent avec f .
a) Montrer que Cf L(E).
b) Montrer qu’un endomorphisme g appartient à Cf si, et seulement si, chaque
sous-espace propre de f est stable par g.
c) En déduire que

dim Cf =
∑

λ∈Sp(f)

α2
λ

où αλ est l’ordre de multiplicité de la valeur propre λ.
d) On suppose que les valeurs propres de f sont simples. Montrer que
(Id, f, . . . , fn−1) est une base de Cf .
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est une sous algèbre de
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1) Montrer les propriètés suivantes

i)

ii)

2) Montrer qu'

3)

queMontreri)

ii)

et 
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Montrer les propriètés suivantes

Les sous espaces caratéristique
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Système différentiel. Soit A =





−1 2 1

2 −1 −1
−4 4 3



.

a Calculer An, pour tout n ∈ N.

b Soit U0 =





−2
4
1



 et (Un) dfini par la relation : Un+1 = AUn. Calculer Un en fonction de n.

c Soit X(t) =





x(t)

y(t)
z(t)



. Résoudre X ′(t) = AX(t).

Calcul des puissances de A.

Soit A ∈ M3(R) ayant pour valeurs propres 1,−2,2 et n ∈ N.

a Montrer que An peut s’écrire sous la forme : An = αnA
2+βnA+γnI3 avec αn,βn,γn ∈ R.

b On considère le polynôme P(X) = αnX
2+ βnX+ γn. Montrer que : P(1) = 1, P(2) = 2n,

P(−2) = (−2)n.

c En déduire les coefficients αn,βn,γn.

Suites récurrentes linaires.

Soit (un) une suite réelle vérifiant l’équation de récurrence : un+3 = 6un+2− 11un+1+ 6un.

a On pose Xn =





un
un+1
un+2



. Montrer qu’il existe une matrice A ∈ M3(R) telle que Xn+1 = AXn.

b Diagonaliser A. En déduire un en fonction de u0, u1, u2 et n.

Soient (xn)n∈N, (yn)n∈N et (zn)n∈N trois suites de nombres réels satisfaisant aux relations de
récurrence : 





xn+1 = yn − xn + zn
yn+1 = xn − yn + zn
zn+1 = xn + yn − zn

Calculer les valeurs de xn, yn et zn en fonction de x0, y0 et z0.

Partie D : Les Applications
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Proposer une méthode pour résoudre toute équation différentielle d'ordre n,
à coéfficients constants

NB. La mèthode proposée doit faire appel à la réduction de matrices 
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