
Personnalité du jour RiemannGeorg Friedri
h Bernhard Riemann (1826-1866) est un mathémati
ien allemand. In-�uent sur le plan théorique, il a apporté une 
ontribution importante à l'analyse età la géométrie di�érentielle. On lui doit entre autres les notion de Surfa
e de Rie-mann, Sphère de Riemann, , Intégrale de Riemann, Hypothèse de Riemann, Sommede Riemann, Théorème de représentation de Riemann, Fon
tion zêta de Riemann,Théorème de réarrangement de Riemann,...1 Séries numériques
Exercice 1 Étudier la nature de la série de terme général.Cal
uler sa somme (dans le 
as possible)1) un = ln(1 +

2

n(n + 3)
)2) un =

(−1)n

n + (−1)n
√

n
.3) un =

(−1)n

(ln n)α + (−1)n
, où α un nombreréel,4) un =

1

(ln(n))ln(n)5) un =

√
n ln(n)

n2 + 1
sin(nθ) où θ ∈ R est �xe.6) un =

+∞
∑

k=n+1

1

kα
où α > 1.7) un = sin(

√
n2 + a2π) ave
 a un réel positifdonné.

8) un =

1
n
∫

0

√
x

(1 + x2)
1
3

dx.9) un =
(−1)n

nα + (−1)nnβ
. où α, β deuxnombres réels tels que α 6= β.10) un =

(−1)n

sin(n) +
√

n
.11) un = ln(

√
n + (−1)n

√
n + a

), où a réel positif.12) un =

(

1 − 1

n

)−n

−
(

1 +
1

n

)n13) un = e−
√

n14) un =
(−1)n−1

nα + (−1)n
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Exercice 2 Cal
ul de sommesCal
uler les sommes des séries suivantes :1) ∞
∑

k=2

1

k2 − 1
.Réponse: 3

4
.2) ∞

∑

k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
.Réponse: 1

4
.3) ∞

∑

k=1

1

k(k + 1) . . . (k + p)
.Réponse: Sp − (p + 1)Sp+1 = Sp −

1

(p + 1)!
=⇒ Sp =

1

pp!
.4) ∞

∑

k=0

1

k3 + 8k2 + 17k + 10
.Réponse: 23

144
.5) ∞

∑

k=1

ln

(

1 +
2

k(k + 3)

).Réponse: ln 3.6) ∞
∑

k=2

ln

(

1 − 1

k2

).Réponse: − ln 2.7) ∞
∑

k=0

ln
(

cos
α

2k

).Réponse: ln

(

sin 2α

2α

).

8) ∞
∑

k=0

2−k tan(2−kα).Réponse: 1

α
− 2cotan(2α).9) ∞

∑

k=0

2k3 − 3k2 + 1

(k + 3)!
.Réponse: 109 − 40e.10) ∞

∑

n=p

Cp
nxn.Réponse: xp

(1 − x)p+1
pour |x| < 1 par ré-
urren
e.11) ∞

∑

k=1

xk

(1 − xk)(1 − xk+1)
.Réponse: x

(1 − x)2
si |x| < 1, 1

(1 − x)2
si

|x| > 1.12) ∞
∑

k=1

k − n[k/n]

k(k + 1)
.Réponse: Sn =

∞
∑

q=0

n−1
∑

r=1

r

(qn + r)(qn + r + 1)
=

∞
∑

q=0

n−1
∑

r=1

r

qn + r
− r

qn + r + 1
.

Sn =

∞
∑

q=0

(

1

qn + 1
+

1

qn + 2
+ · · · + 1

qn + n
− 1

q + 1

)

=

lim
N→∞





(N+1)n
∑

k=1

1

k
−

N+1
∑

k=1

1

k



 = lnn.
Exercice 3 On 
onsidère les deux suites a et b dé�nies par a0, b0 ∈ R et ∀n > 0 :

{

an+1 =
1

2
(an + bn)

bn+1 =
√

anbn1) Montrer que a 
onverge vers une limite l que l'on expli
itera2) On pose un = an − bn.a) Majorer un+1 en fon
tion de un. En déduire la vitesse de 
onvergen
e de u.b) Nature de la série ∑
n

(an − l)

Exercice 4 Montrer que +∞
∑

n=0

(−1)n

∫ π

2

0

cosn xdx existe et donner sa valeur. Que dire de
+∞
∑

n=0

∫ π

2

0

cosn xdx ?
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Exercice 5 On pose un =
n!en

nn
√

n
et vn = ln(

un+1

un
).1) Montrer que ∑

n≥2

vn 
onverge.2) En déduire l'existen
e d'une 
onstante C > 0 tel que n! ∼
n→+∞

C(
n

e
)n
√

n.3) A l'aide des intégrales de Wallis , Déterminer C.

Exercice 6 On pose Rk =
∑

n≥k+1

(−1)n

n1) Justi�er l'existen
e de Rk.2) Étudier la 
onvergen
e absolue de la série ∑
k≥1

Rk.3) Quel est le signe de Rk ? Étudier la 
onvergen
e de la série ∑
k≥1

Rk.
Exercice 7 Soient a, b, c trois nombres entiers positifs et z un nombre 
omplexe de module stri
-tement inférieur 1. Montrer que +∞

∑

n=0

zcn

1 − zan+b
=

+∞
∑

n=0

zbn

1 − zan+c
.

Exercice 8 Pour s ∈ R, posons ζ(s) =
+∞
∑

n=1

1

ns
et ζa(s) =

+∞
∑

n=1

(−1)n

ns
. Soient 2 = p1 < p2 < .. <

pn < .. la suite des nombres premiers.1) Exprimer ζa(s) en fon
tion de ζ(s) pour s > 1.2) Donner un développement asymptotique deux termes de ζ(s) lorsque s → 1+.3) Montrer que ∀s > 1, ζ(s) =
+∞
∏

n=1
(1 − p−s

n )−1.4) Pour s > 1, la série ∑
n≥1

p−s
n est-elle 
onvergente ? La série ∑

n≥1

p−1
n est-elle 
onvergente ?

Exercice 9 .1) Montrer qu'il existe un rel A tel que n
∑

k=1

ln(k)

k
=

n→+∞
1

2
ln2(n) + A + o(1).2) En déduire qu'il existe un rel C tel que n

∏

k=1

k
1
k ∼

n→+∞
Cn

ln(n)
2

Exercice 10 Cal
uler +∞
∑

n=1

1

(n − 1)!(n + 1)

Exercice 11 .1) Montrer que +∞
∑

k=0

(−1)k

2k + 1
=

π

4
(on pourra 
al
uler ∫ 1

0

t2kdt)2) Nature de la série ∑
n≥1

ln(tan(
n
∑

k=0

(−1)k

2k + 1
))

Exercice 12 Soit α > 0, on pose Rn =
+∞
∑

p=n

(−1)p−1

pα
.Étudier la nature de la série ∑

n>1

Rn lorsque α > 1 puis lorsque 0 < α < 1.
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Exercice 13 On 
onsidère la suite x dé�nie par xn+1 = 2xn +

√
xn ave
 x0 > 0.1) Déterminer la limite de x.2) Étudier la nature de la série ∑

n>0

1√
xn

.3) Déterminer un équivalent de xn lorsque n → +∞ (on pourra introduire vn = lnxn)

Exercice 14 Soient deux entiers p, q > 0. On pose un =
p(p + 1) · · · (p + n − 1)

q(q + 1) · · · (q + n − 1)
.1) Montrer que : ∑un 
onverge ⇔ p + 1 < q2) Montrer que dans 
e 
as +∞

∑

n=1

un =
q − 1

q − p − 1

Exercice 15 Soit un rel β > 0. On 
onsidère la série de terme général un =
(−1)n

n + β
. On note Snles sommes partielles de 
ette dernière.1) Montrer que Sn =

∫ 1

0

tβ−1

1 + t
dt + (−1)n

∫ 1

0

tn+β

1 + t
dt2) Montrer que la série ∑ un 
onverge et que sa somme est ∫ 1

0

tβ−1

1 + t
dt3) Traiter les 
as où β = 1, 1/2, 1/3. Donner la valeur de +∞

∑

n=1

(−1)n

n

Exercice 16 Soit s > 1. Exprimer après avoir justi�é son existen
e, la somme +∞
∑

n=0

1

(2n + 1)s
enfon
tion de +∞

∑

n=1

1

ns

Exercice 17 On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur ]0, +∞[ par : f(x) =
sin x

x
.1) Montrer que pour n ∈ N

∗ la fon
tion f atteint un et un seul extremum lo
al sur
]nπ, (n + 1)π[ en un point qu'on notera an. On pose en outre mn = f(an).2) Montrer que an = nπ +

π

2
− θn où θn tend vers 0 en dé
roissant.3) Monter que la série ∑mn 
onverge.

Exercice 18 Soit un rel a > 1, d(n) désignera le nombre de 
hi�res dans l'é
riture dé
imale del'entier n. étudier la série ∑ ad(n)

Exercice 19 Convergen
e et 
al
ul de +∞
∑

n=2

(−1)n

n
E (log2(n))

Exercice 20 Soit s > 1. Montrer que la fon
tion f : x 7−→ sE(x)

xs+1
est intégrable sur [1, +∞[ etque : ∫ +∞

1

f(t)dt =

+∞
∑

n=1

1

ns
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Exercice 21 On pose An = 1 +
√

2 + · · · √n.1) Montrer en utilisant la 
roissan
e de la ra
ine 
arre que : An =
2

3
n3/2 + O(

√
n).2) Utiliser la 
on
avité de la ra
ine 
arre pour montrer que :

√
n ≤

∫ n+1/2

n−1/2

√
t dt et √

n +
√

n + 1 6 2

∫ n+1

n

√
t dt3) En déduire que An =

2

3
n3/2 +

1

2

√
n + O(1)

Exercice 22 Soient ∑ un une série de nombres 
omplexes dont la suite des sommes partielles
(Sn)n est borne et (an)n une suite réelle dé
roissante et 
onvergeant vers 0.En utilisant la relation, dite transformation d'Abel :

n
∑

k=m

akuk = an+1Sn − amSm−1 −
n
∑

k=m

(ak+1 − ak)Skmontrer que la série ∑ anun est 
onvergente.Appli
ation : Étudier la 
onvergen
e de la série ∑ eian

nα
o a, α ∈ R.

Exercice 23 Règle de Raabe-DuhamelSoit une suite réelle (an) termes stri
tement positifs. On suppose que an+1

an
= 1 − s

n
+ o(

1

n
)1) En 
onsidérant la suite bn = ln

(

(n + 1)sun+1

nsun

), montrer qu'il existe k > 0 tel que un ∼ k

ns2) En déduire une 
ondition né
essaire et su�sante pour la 
onvergen
e de ∑ unExemple : étudier la série de terme général un =

(

n
2n

)

22n

Exercice 24 Soit A ∈ Mp(C).1) Montrer que pour toute matri
e inversible P ∈ Mp(C), ePAP−1

= PeAP−12) Montrer que det
(

eA
)

= etr(A)3) Justi�er que 
e dernier résultat reste valable dans le 
as où A est une matri
e réelle.
Exercice 25 Soit A ∈ Mp(C).1) On suppose que A est diagonalisable de valeurs propres λ1, λ2, · · · , λp. Soit P un polyn�mevéri�ant : ∀i ∈ J1, pK, P (λi) = eλi .Justi�er l'existen
e d'un tel polyn�me.Montrer que eA = P (A).2) A tant quel
onque, montrer qu'il existe un polyn�me P tel que eA = P (A).
Exercice 26 Soit E l'espa
e ve
toriel C([0, 1], R) muni de la norme de la 
onvergen
e uniforme
‖.‖∞. Pour tout f ∈ E on pose T (f) =

∞
∑

n=1

(−1)n

2n
f(1/n)1) Montrer que T dé�nit une forme linaire 
ontinue de E. Cal
uler sa norme et montrer qu'ellen'est pas atteinte.2) On 
onsidère l'hyperplan a�ne H de E d'équation : T (f) = 1. Montrer que d(0, H) n'estpas atteinte dans H.
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Exercice 27 Mp(K) est muni d'une norme d'algèbre ‖.‖.1) Soit A ∈ Mp(K) telle que ‖A‖ < 1, montrer que la série ∑(−1)nAn 
onverge et donnersa somme.2) Montrer que GLp(K) est dense dans Mp(K)

Exercice 28 Soit (un)n∈N une suite réelle telle que la série ∑ un soit 
onvergente mais nonabsolument 
onvergente. On veut montrer que pour tout rel x il existe une suite (εn) valeurs dans
{−1, 1} telle que +∞

∑

n=0

εnun = x1) a) On pose vn = |un| , Construire une suite (αn) valeurs dans {−1, 1} telle que :
∀n ∈ N , |Sn+1| 6 max (|Sn|, vn+1) où Sn =

+∞
∑

k=0

αkvkb) Montrer que +∞
∑

n=0

αnvn = 02) Con
lure
Exercice 29Cal
uler les sommes de séries suivantes après en avoir prouvé la 
onvergen
e :1) +∞

∑

n=1

1

n(n + 1)
;2) +∞

∑

n=1

1

n(2n + 1)
;3) ∑

un où un+1

un

= n+a
n+b , et 0 < a < b ; il faut déterminer a et b pour que la série 
onverge ;4) +∞

∑

n=1

√

(n − 1)!

(1 +
√

1)(1 +
√

2) . . . (1 +
√

n)
.

Exercice 30Soit (an)n une suite de réels stri
tement positifs telle que lim
n→+∞

an
n = a > 0.Étudier la série ∑

n

1 − an

n
.

Exercice 31On se donne p ∈ R∗
+. Nature de la série du terme général :

un = nα
n
∑

k=2

ln k

ln(k + p)

Exercice 32Nature des séries de termes général :1) In =

∫ +∞

n

en−x

n + x
dx.2) Jn = (−1)n

∫ 1

0

cos(nt2)dt
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Exercice 33Soit f de 
lasse C1 sur l'intervalle [0, a], (a > 1). On suppose que f n'est pas identiquement nulleau voisinage de a.Ètudier la 
onvergen
e de ∑un, o : un =

∫ a

0

tnf(t)dt.
Exercice 34Montrer que , pour tout n ∈ N∗, il existe un unique xn ∈ R∗

+ tel que exn−1
xn

= n+1
n . Déterminer

lim
n→+∞

xn, et la nature de la série ∑xn.
Exercice 35Pour α ∈ R

∗
+, on note rn =

+∞
∑

n

(−1)k

kα
. Étude de la série ∑ rn.

Exercice 36On pose An =

n
∑

k=0

1

k!
et Bn =

n
∑

k=0

(−1)k

k!
.Nature de la série AnBn − 1.

Exercice 37On dé�nit la suite (un) de réels par u0 et un+1 = 1
2 (un + u2

n).1) Pour quelles valeurs de u0 la série de terme général un 
onverge-t-elle ?2) Montrer que, dans 
e 
as, si la suite (2nun) n'est pas la suite nulle, elle 
onverge vers unelimite l 6= 0. Trouver alors un développement asymptotique deux termes de un.
Exercice 38Soit f une appli
ation 
ontinue de [0, a] dans lui même admettant un développement limité f(x) =
x − λxα + o(xα) droite de 0, ave
 λ > 0 et alpha > 1.Pour simpli�er, nous supposerons que, pour tout x > 0, 0 < f(x) < x (
e qui est de toute manièrevraie lo
alement droite de 0).On 
onsidère la suite dé�nie par : u0 > 0 et ∀n > 0, un+1 = f(un).1) Montrer que (un) tend vers 0 lorsque n → +∞.Donner un équivalent de un lorsque n tend vers +∞. On pourra 
her
her un réel β tel quela suite de terme général vn = uβ

n+1 − uβ
n ait une limite non nulle.2) Pour quelles valeurs de λ, α et γ la série ∑nγun 
onverge-elle ?3) Appli
ation numérique : nature de la série ∑ un où u0 ∈]0, π

0 [, et un+1 = sin(un)

Exercice 39Soit une série terme général un positif, divergente, de somme partielle Sn, ave
 u0 > 0. Étudier,pour α > 0, la nature de la série ∑ un

Sα
n

.
Exercice 40 Cau
hy-S
hwarz. Soient (un), (vn) deux suites réelles telles que ∑u2

n et ∑ v2
n
onvergent.1) Montrer que ∑unvn 
onverge.2) Montrer que ∑(un + vn)2 
onverge et : √∑(un + vn)2 ≤

√
∑

u2
n +

√
∑

v2
n.
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