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Séries wumériques

Partie Il : Les Classiques

Personnalité du jour
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) est un mathématicien allemand. In-
fluent sur le plan théorique, il a apporté une contribution importante a ’analyse et
a la géométrie différentielle. On lui doit entre autres les notion de Surface de Rie-
mann, Sphére de Riemann, , Intégrale de Riemann, Hypothése de Riemann, Somme
de Riemann, Théoréme de représentation de Riemann, Fonction zéta de Riemann,
Théoréme de réarrangement de Riemann,...

Riemann

1 Séries numériques

‘Exercice 1 Etudier la nature de la série de terme général.
Calculer sa somme (dans le cas possible)
In(1 2 PN
1 n — _— n x
)ty = In( +n(n+3)) 8) wu,=[—Y"—dz.
(_1)71 0 (1 + 1’2) 3
2) up= . (=)™
n+ (=1)"/n 9) v, = ——————— o0 «,3 deux
(1) ne + (~1)mn?
3) u, = ot o un nombre nombres réels tels que o # (.
(Inn)> 4 ( 1)71’ (=1)"
réel, 10) =7
1 sin(n) ++/n
4) un = Gy —1)"
(In(n))mt) 11) wu, = IH(M), ot a réel positif.
vnln(n) . . Vn+a
5) up=-—5——>sin(nb) ou 6 €R est fize. _n n
n*+1 1 1
6) up= >  — ota>1
k=n+1 18) u, =e V"
7) wuy, =sin(vn? + a?m) avec a un réel positif (—1)n—!
donné. 14) un= ne + (—1)n
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‘Exercice 2 Calcul de sommes
Calculer les sommes des séries suivantes :

= 1
1) ZkQ—l'
k=2
3
Ré R
éponse I

> 1
?) kz:: k(k+1)(k+2)

3 1
Réponse: Z
3
) Z k(k+1)...(k+p)
Reponse. Sy — (p + 1)Sp+1 =
1
—— =S, =—.
(p+1)! " opp!

1
4) kz:(:)k?’—l—SkQ—i—l?k—i—lO'

23
Réponse: i

5) Zln (1+ k:(k:2+3))

k=1
Réponse: In 3.

6) Zln (1——).

Reponse. —In2.
= «@

7) Zln (cos 2—k)
k=0

1 2
Réponse: In (sm a) .
2q

Sy —

8) > 27" tan(2 " a).
k=0

1
Réponse: — — 2cotan(2a).
o

L 2k3 —3kZ 41
9) 27

= (k+3)!
Réponse: 109 — 40e.

10) Y Cra”
n=p
3, . x ’_
Réponse: Aot pour |x| < 1 par ré
currence.
11 .
) ; (1 —zF)(1 — ah+1)
Réponse: ﬁ si x| < 1, e si
|z] > 1.
— k —nlk
1) Yo ki,
= R+
co n—1
r
Réponse: S,, =
P qZO; (gn+r)(gn+7r+1
it Cgn+r+1
— 1 1 1
Sp = 1
qz<qn—|—1+qn—|—2+ qn + 14
(N+1)n N+1
li =1
o (S - e

Exercice 3 On considére les deux suites a et b définies par ag,by € R et ¥n > 0

{ Un+1 = 3
bn+l =

1
(an +bn)

vV anby,

1) Montrer que a converge vers une limite | que l'on explicitera

2) On pose up = ap — by.

a) Majorer u,+1 en fonction de wu,.

b) Nature de la série > (a, —1)

En déduire la vitesse de convergence de wu.

“+o0
Exercice 4 Montrer que Z(—

n=0
too T
E cos" xdx ?
n=0 0

us
3
1)”/ cos" xdx existe et donner sa valeur. Que dire de
0
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|7
" etv, = ln(u"+1 ).

n"/n Up,

1) Montrer que Y v, converge.
n>2

‘Exercice 5 On pose u, =

)"V

n
2) En déduire l’existence d’une constante C > 0 tel que n! ~ C(—
n—-+4oo e

3) A Uaide des intégrales de Wallis , Déterminer C.

. —1)"
Exercice 6 On pose R = > (=1
n>k+1 T

1) Justifier lexistence de Ry,.

2) Etudier la convergence absolue de la série > Ry.
k>1

3) Quel est le signe de Ry, 7 Etudier la convergence de la série > Ry.
E>1

‘Exercice 7 Soient a, b, ¢ trois nombres entiers positifs et z un nombre compleze de module stric-
+00 HCn +00 zbn

tement inférieur 1. Montrer que Y, —————— = 3, T Jante"
z —z

n=0 1- n=0
. g | too (—1)™ ,
Exercice 8 Pour s € R, posons ((s) = Y. — et (a(s) = . Soient 2 =p; < py < .. <
n=1 n? n=1 n®

Pn < .. la suite des nombres premiers.

1) Ezxprimer (,(s) en fonction de ((s) pour s > 1.

2) Donner un développement asymptotique deux termes de ((s) lorsque s — 17.

+oo

3) Montrer que Vs > 1, ((s) = [] (1 —p,;*)~ .
n=1

4) Pour s> 1, la série > p,* est-elle convergente ¢ La série Y. p, ' est-elle convergente ?

n>1 n>1
Exercice 9 .
P n In(k) 1,
1) Montrer qu’il existe un rel A tel que >, —— = In*(n) + A+ o(1).

=1 k n—o+too 2

L n(n
2) En déduire qu’il existe un rel C tel que [] Kt o~ on"¥

k=1 n—-+oo

. i 1
Exercice 10 Calculer ;::1 (n—1l(n+1)

FExercice 11 .
1) Montrer que +ZOO (D _ T (on pourra calculer /1 2k dt)
PSR B A
2) Nature de la série S In(t (fj (_M))
ature de la série n(tan
n>1 k=0 2k +1
. +00 (_1)10—1
‘Exercice 12 Soit o > 0, on pose R, = Y ~———
p=n
Etudier la nature de la série > Ry, lorsque o > 1 puis lorsque 0 < o < 1.
n>=1
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E:(ercice 13 On considere la suite x définie par x,1 = 2x, + \/Z,, avec xo > 0.
1) Déterminer la limite de x.

2) Etudier la nature de la série .

n>0 VZ&n

3) Déterminer un équivalent de x,, lorsque n — +oo (on pourra introduire vy, = Inx,,)

. 1)--- -1
‘Exercice 14 Soient deux entiers p,q > 0. On pose u,, plp+ 1) (p+n—1)

qlg+1)-(¢g+n—-1)
1) Montrer que : Y u, converge < p+1<gq

+o00 1
2) Montrer que dans ce cas Zun = qi
n=1 9=pP— 1

—

_1)n
+)ﬁ . On note S,

chercice 15 Soit un rel B > 0. On considére la série de terme général u, =
les sommes partielles de cette derniére.

1 tﬁ—l 1 tn+ﬁ
1) Montrer que S,, = / dt + (—1)”/
o 1+t o 1+t

3

dt

1 ,5-1
t
2) Montrer que la série > u, converge et que sa somme est / 1
0
—+oo
, \ ="
3) Traiter les cas ot 5 =1,1/2,1/3. Donner la valeur de E —

dt

n
n=1

+oo
‘Exercice 16 Soit s > 1. Exprimer apres avoir justifié son existence, la somme Z (
=0

1
= (2n+ 1)s e
+oo 1
fonction de Z —
nS
n=1

Exercice 17 On considére la fonction f définie sur 0, +oo| par : f(x) S

x
1) Montrer que pour n € N* la fonction [ atteint un et un seul extremum local sur
|nm, (n 4+ 1) en un point qu’on notera a,. On pose en outre m,, = f(a,).
m
2) Montrer que a,, = nmw + 5~ 0, ot 0, tend vers 0 en décroissant.

3) Monter que la série > m,, converge.

Exercice 18 Soit un rel a > 1, d(n) désignera le nombre de chiffres dans l’écriture décimale de
Uentier n. étudier la série Z ad

—+oo
. —1)"
Exercice 19 Convergence et calcul de Z (=) E (logy(n))
n
n=2
Exercice 20 Soit s > 1. Montrer que la fonction f : x — Tai est intégrable sur [1,+oo] et
T
00 “+o0 1
que : / fdt = —
1 n=1 ne
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Exercice 21 On pose A, =1++2+---\/n.
2
1) Montrer en utilisant la croissance de la racine carre que : A, = gn?’/g +O0(V/n).

2) Utiliser la concavité de la racine carre pour montrer que :

n+1/2 n+1
ﬁg/ Vidt et \/ﬁ+\/n+1g2/ Vit dt

n—1/2

2 1
3) En déduire que A, = §n3/2 + Ex/ﬁ—i- O(1)

Exercice 22 Soient > u, une série de nombres complezes dont la suite des sommes partielles
(Sn)n est borne et (an)n une suite réelle décroissante et convergeant vers 0.

En utilisant la relation, dite transformation d’Abel :
n n

> kg = an1Sn = amSm-1 — Y (arp1 — ax)Sk

k=m k=m
montrer que la série Z anuy, est convergente.

wan
Application : FEtudier la convergence de la série Z ¢ oa,a€R.
nOt
Exercice 23 Reégle de Raabe-Duhamel
1
Soit une suite réelle (ay,) termes strictement positifs. On suppose que dntl 4 _ 2 +o(—)
an n n

(n+1)*unt1

, montrer qu’il existe k > 0 tel que u,, ~ —
n3uy, ns

1) En considérant la suite b, = In <
2) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour la convergence de > un

Exemple : étudier la série de terme général u, = 52n

Exercice 24 Soit A € M,(C).
1) Montrer que pour toute matrice inversible P € M, (C), ePAPT = peApt
2) Montrer que det (eA) = efr(4)

3) Justifier que ce dernier résultat reste valable dans le cas ou A est une matrice réelle.

Exercice 25 Soit A € M,(C).

1) On suppose que A est diagonalisable de valeurs propres A1, X2, -+, Ap. Soit P un polynome
vérifiant : Vi € [1,p], P(\;) = e,
Justifier l’existence d’un tel polynome.
Montrer que e = P(A).

2) A tant quelconque, montrer qu’il existe un polynome P tel que e = P(A).

Exercice 26 Soit E Iespace vectoriel C([0,1], R) muni de la norme de la convergence uniforme

[l Pour tout f € E on pose T(f) = Z (_2}1 f(1/n)
n=1

1) Montrer que T définit une forme linaire continue de E. Calculer sa norme et montrer qu’elle
n’est pas atteinte.
2) On considére Uhyperplan affine H de E d’équation : T(f) = 1. Montrer que d(0, H) n’est
pas atteinte dans H.
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Exercice 27 M,(K) est muni d’une norme d’algébre ||.||.

1) Soit A € My(K) telle que ||A|| < 1, montrer que la série Z 1)"A™ converge et donner
sa somme.

2) Montrer que GL,(K) est dense dans My(K)

E:(ercice 28 Soit (Un)nen une suite réelle telle que la série Y u, soit convergente mais non

absolument convergente. On veut montrer que pour tout rel x il existe une suite (e,,) valeurs dans
“+o0

{—1,1} telle que Z Enlly = T

n=0
1) a) On pose v, = |uy,| , Construire une suite (o, ) valeurs dans {—1,1} telle que :

Vn € N | |Sp+1| < max (|Sp|, vnt1) o0 Sy :Zakvk

—+oo
b) Montrer que Z anpvy, =0
n=0
2) Conclure
Exercice 29
Calculer les sommes de séries suivantes aprés en avoir prouvé la convergence :
00 1
1 .
) Z nn+1)’
n=1

+o00o 1

2) Z n(2n + 1)

3) Zun ot “"fl =044 ot 0 < a<b; il faut déterminer a et b pour que la série converge ;

n+b’
= (n—1)!

;(Hﬁ)(Hﬂ)-.-(Hﬁ)'

4)

Exercice 30

Soit (an)n une suite de réels strictement positifs telle que HI_P ay =a>0.
n—-1+00o

l—an

Etudier la série Z

FExercice 31

On se donne p € R%.. Nature de la série du terme général :

" Ink
=nt Zln (k+p)

Exercice 32

Nature des séries de termes général :

+oo _n—=x
1) In:/ °  da.

n—+x

-1

2) J :(—1)"/ cos(nt?)dt

0
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‘Exercice 33
Soit f de classe C' sur Uintervalle [0, a], (a = 1). On suppose que f n’est pas identiquement nulle
au voisinage de a.

Etudier la convergence de Zun, 0 Uy = / t" f(t)de.
0

Exercice 34

Montrer que , pour tout n € N*, il existe un unique x, € R tel que

Tn __ . .
er=1 — ntl  Déterminer
Ty n

lim x,, et la nature de la série E Ty, -

n—-+oo

‘Exercice 35
+oo (_ )k .
Pour a € R%, on note r, = Z P Etude de la série Zrn.
Exercice 36
On pose A, = HetB":Z T
k=0 k=0

Nature de la série A, B,, — 1.

Exercice 37

On définit la suite (u,,) de réels par ug et up41 = %(un +u?).
1) Pour quelles valeurs de ug la série de terme général u,, converge-t-elle ?

2) Montrer que, dans ce cas, si la suite (2"u,,) n'est pas la suite nulle, elle converge vers une
limite | # 0. Trouver alors un développement asymptotique deuz termes de u,.

‘Exercice 38

Soit f une application continue de [0, a] dans lui méme admettant un développement limité f(x) =
x — Az 4 o(xz®) droite de 0, avec A > 0 et alpha > 1.

Pour simplifier, nous supposerons que, pour tout x > 0,0 < f(x) < = (ce qui est de toute maniére
vraie localement droite de 0).

On consideére la suite définie par : ug >0 et Vn = 0, unr1 = f(un)-

1) Montrer que (uy) tend vers 0 lorsque n — +oo.
Donner un équivalent de u,, lorsque n tend vers +co. On pourra chercher un réel 3 tel que
la suite de terme général v, = uﬁH —uf ait une limite non nulle.

2) Pour quelles valeurs de A\, et v la série Y, n"u, converge-elle ¢

3) Application numérique : nature de la série ) u, ot ug €]0, 5[, et unq1 = sin(uy,)

Exercice 39

Soit une série terme général u, positif, divergente, de somme partielle S,,, avec ug > 0. Etudier,
P un
pour o > 0, la nature de la série Z S_g

Exercice 40 Cauchy-Schwarz. Soient (uy,), (v,) deuz suites réelles telles que > u? et > v2
convergent.

1) Montrer que Y u,v, converge.
2) Montrer que > (u, +vy,)? converge et : /> (un +v5)2 < /D u2 + /> V2.
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