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Groupe 2

Feuilled'Exercices: Réduction

Advanced Level

Exo | Réduction de Jordan
1

Soit £ un K-ev de dimension finie 7.
1) Soit ue L(E), nilpotent. Montrer que :

@ u"=0
(b) Sirest’indice de nilpotence, on a {0}(; keru ¢ keru’... G keru' =E
(c) d,=dimkeru” estconcave (et croissante) : Vke N*,d, ,—d, <d, -d,_,

(d) En déduire qu' il existe une base 8 de E telle que :

Ji (0) 0 1 (0)
mat, (i) = T Ou J, = ; | |EMUI) et g =(0))
(0) Jy, (0) 0

2) en déduire la décomposition de Jordan dans le cas général, ou u est trigonalisable.

Exo I Trace de matrices nilpotentes

Soit Ae M, (K)telle que Vke [1,n]} Tr(4)=0

1) Montrer que 0 est valeur propre de A4.

2) En déduire que 4 est semblable a une matrice de la forme | : ol Be M (K)
: ().

3) Conclure que A est nilpotente 0 B

4) En déduire que Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) 4 est nilpotente
2) Vke [t} Tr(4) =0
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Notion de drapeaux

Vocabulaire
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1) Proposer une méthode théorique pour construire une base adpatée a un drapeau.
2) En déduire que ,
9 )
Crochet de Lie
Vocabulaire

On considere un espace vectoriel E, de dimension nie n 2, sur
le corps K (K = R ou C). L(E) désigne l'algébre des endomor-
phismes de E; siu,v 2 L (E), 'endomorphisme composé u v sera

noté simplement uv, [u, v] désignera I'endomorphisme uv vu et
I'identité se notera Id.

On dé nit I'application : F,:L(E) ! L (E)
v 7! [u,v]

A- Cas ou u est diagonalisable

Dans cette question on suppose queu est diagonalisable.

On pose Sp(u) = fl 4,1 2,...,1 pg. Pour tout i 2 f1,...,pg,m
désigne l'ordre de multiplicité de la valeur propre | ; de u.
SoitB = (e, e,...,6) une base deE formée de vecteurs pro-

pres de u. Pour simpli er les notations dans cette question,
onposeu(g)=mg 8i2fl,.,ng.

(i,j)2f1,2,...nd?, u; j désigne I'endomorphisme de Etel que :
8k2f 1,2,... Ng, ui,j(a<) = djke

a Montrer que 8(i,j) 2f1,2,...ng% : Fu(uij))=(m muj;.

b En déduire que F, est diagonalisable et préciserSp(F ).

C- Cas ou F  est diagonalisable

Soit u un endomorphisme de E tel que F soit diagonalisable
et Sp(u) & A& Soit (v1,V2,...,V,2) une base del (E) formée de
vecteurs propres de F , de sorte que F (v;) = bjv;, 8i 2 f 1,..,n%g.
Soitenn | 2 Sp(u) etx 2 E un vecteur propre associé.

- Calculer u(v;j(x)) en fonction de | , bj etv;(x).

- Montrer que l'application Y : L(E) ! E, v 7! v(x) est
linéaire surjective.

® Montrer alors que u est diagonalisable.
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T désigne I'ensemble des endomorphismes de E de trace nulle. Si

Exo

—_

®

EX0 I Crochet de Lie vs. Trace nulle
On dé nit l'application : F :L(E) L (E) ' L (B

(u,v) 7! [u, V]

u un endomorphisme non nul de E de trace nulle.

u peut-il étre une homothétie ?

Montrer qu'il existe e 2 E tel que la famille (ep,u(ey)) soit
libre.

En déduire I'existence d'une base (e, &, . . . ,&,) de E telle que
la matrice A de u dans cette batse soit de la forme :

0 X

Y A;

ot (X,¥Y)2 (M, 11(K)?etA;2M , 1(K).
On suppose A; = UV VU avec(U,V) 2 (M, 1(K))?

a Montrer qu'on peut trouver a 2 K tel que la matrice
U al, 1soitinversible.

o a o0 o_ 0O R
b OnposeU"= 0 U etvV”= S v avec (R, S) 2
(M 1.1(K))?; établir I'équivalence :
A = UVO vQuo o [IX = 'R(U aly 1) etY =

(U aly, 1)S].
Montrer alors par récurrence sur n que l'image de F est égale
aT.

Invariants de similitude et Decomposition de Frobenius

Soit E un K-espace vectoriel de dimension nie ef 2 L (E) Pour tous x 2 E , on note :

Ex = fP(f)(x)]P 2 K[X]g (sous-espace d&)
Py le générateur unitaire de l'idéalfP 2 K[X]jP(f)(x)=0g
¢ le polyndme minimal def

On remarque immédiatement que pour toutx, on aPyj .

Partie |

1) Montrer que si X ety vérient Ex\ Ey = f0g, alors Py+y = ppcm(Py; Py)

2) Montrer que si X ety sont tels quePy et Py , alors Ex+y = Ex  Ey.

3) Montrer que Si M est un facteur irréductible de ¢ de multiplicité
, alors il existex 2 Ker(M (f)) telque Py =M

4) En déduire que il existe x 2 E tel que Py = +.
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