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Extraits CCINP.

Planche 1
Enoncé exercice 66 8 points
1. Soit A € S, (R).
Prouver que A € S} (R) <= sp(4) C [0, +oc].
2. Prouver que V A € S,, (R), A% € S;F (R).

3. Soit A € S;F (R).
Prouver qu’il existe B € S (R) telle que A = B2

12 points
oo o
Soit (uy, ) la suite définie par ug = 3 et : 2. 0n pose f(x) = Z ?T:r“
n n=>0 :
n .
VneN U, = E ( )ukun k- Montrer que f est solution de f’ = f2 sur un intervalle a préciser.

k=0

3. Exprimer f a l'aide des fonctions usuelles.
1.Montrerque Vn € N, 0 < u,, < 4""nl.

4. Donner I'expression de (uy, ) en fonction de n.

Planche 2
Enoncé exercice 74 8 points
1 0 2
1. On considére la matrice A= (0 1 0
2 01

(a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.
(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres associés.
o =x+22
2. On considére le systéme différentiel { 3 =y , T,Yy, z désignant trois fonctions de la variable t,
2 =2x+2

dérivables sur R.
En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.

12 points
Te—1
Onposecg =0, ¢1 =1 et Vo = 2, ¢, = E CE - Cry k.
k=1
o
On pose f(x) = E crxr® et on note IR > 0 son rayon de convergence.
-

1. Montrer que pourtout = € | — R, B[, f2(x) = f(x) — x. Déterminer f(0).
1 — /1 — 4x
2
3. Développer + 1 + o au voisinage de (0. En déduire que :

. Préciser 7.

2. Montrer gu'au voisinage de 0 f(x) =

(272 — 2)!
(rz — 1) !’

Ve = 1, enp =
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Planche 3

Enoncé exercice 84 8 points

1. Donner la définition d’un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande ni U'interprétation
géomeétrique, ni la démonstration de l'existence d’un tel nombre).

2. Soit n € N*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I’équation 2™ = 1 et préciser leur nombre.

3. En déduire, pour n € N*, les solutions dans C de '’équation (z +1)" = (z —i)" et démontrer que ce sont des
nombres réels.

12 points

1. Rappeler la formule de Stirling.

~

2 «
2. On pose U, — cos?™ ! ¢ di. calculer wg.
0

3. Trouver une relation de récurrence vérifiée par (u, ), puis exprimer u,, a l'aide de factorielles.

2 "
T
4. Sur [0, +oof, on pose [, : T > (1 — —) si0 << o << /71 et 0 sinon. Montrer que
72

oo ~ oo o
lim e — / e T dx
n—+too fg 0
Vn oo s
5. Montrer que fr = V1, En déduire la valeur de / e ¥ dx.
0 0

Planche 4
Enoncé exercice 108 8 points

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et a valeurs dans N.
On suppose que la loi du couple (X,Y) est donnée par :

V(i,j) eN?, P(X =i)n (Y =j)) = eIl
1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire 'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer lespérance et la variance de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes 7
4. Calculer P(X =Y).

12 points

Soit @ € R. Pour (z,y) # (0,0), on pose

A

_ Yy
flz,y) = s —

On pose aussi f(0,0) = .
2 2 1.2 2
1. Montrer que pourtous z,y € R, % +y zy = 5 (z* + y?).
2. Justifier que f est bien définie sur IR? et trouver pour que f soit continue.

On suppose désormais @ = 0.

3. Justifier l'existe et calculer % et ?—}i sur R? \ {(0, 0)}. Justifier I'existence des dérivées partielles en (0, 0) et en donner la valeur.

4. f est-elle de classe C''?
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Planche 5

Enoncé exercice 108 8 points

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (€2, .4, P) et & valeurs dans N.

On suppose que la loi du couple (X,Y) est donnée par :

. . 2 s _ . _
V(i,j) € N*, P(X =) N (Y =j)) = el
1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire espérance et la variance de X.

(b) Déterminer l'espérance et la variance de Y.
3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes 7
4. Calculer P(X =Y).

12 points

de méme i onfire une boule rouge, on rajouts une boule rouge en plus.

Onnote:

v X la variable algatoire i vaut 1 sionfire une boule blanche au n-éme firage et 0 snon,

o 17 [avariabe aléatoire i compte e ombre de boules blanches au niéme tirage dans [ume.

On considre une ume qui contient une boule blanche et une boule rouge, On effectue n tirage avec remise de fa boule dans [ume. Lorsguon tire une boule blanche, on rajoute une boule blanche e plus dans fume et

1) Calculer P(¥, = 1) et P(Y, =n+1).
2) Montrer par récurrence que Y, suit une loi uniforme.
3) Endéduire[a loi de X,
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