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Groupe 2

Devoir Maison ;: Réduction

Basic Level

Diagonalisation simultanée.
Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E, qui commutent, c’est a dire tels que uov =vou.
Onnote A1, ..., Ap (resp. U1,..., Kq) les valeurs propres de u (resp. de v), et Fq,..., Fp les espaces propres
associés (resp. G1,...,Gq).

@ Dire pourquoi chaque Gj (resp. F;) est stable par u (resp. v)

@ On pose Hij =F; N Gj. Soit i € {1,...,p}.
a  Montrer que Hij N Z Hjx =0.
k7
b Soit x € Fy, justifier I'existence des x}nGj tel que x =X + -+ +Xq.

¢ Calculer u(x) de deux fagons, en déduire que xj € F;.

q
d Conclure que F; = @ Hij.
j=1

@ En déduire ’énoncé suivant

Lorsque deux endomorphismes diagonalisables u et v commutent, il existe une base formée de
vecteurs propres communs a U et a v (en d’autres termes, u et v sont diagonalisables
simultanément dans la méme base).

@ Deuxieme méthode :

a  Dire pourquoi les sous-espace vectoriel G; sont stable par u.
b En déduire que ujg; est diagonalisable.

¢ En déduire qu’il existe une base formée de vecteurs propres communs a u et a v

@ Application  Soit A, B € My (K) diagonalisables qui commutent.
a  Montrer quil existe P inversible et D, D’ diagonales, telle que A = PDP~ ! et B=PD'P".

b En déduire que A + B, A — B et AB sont diagonalisable.

¢ Donner un exemple de deux matrices diagonalisables, dont la somme ne I'est pas.


file:mamouni.new.fr

Pb Décomposition de Dunford .
2 | Soit A € M (C). On se propose de montrer qu’il existe deux matrices uniques D, N telles que A = D +

N, D est diagonalisable, N est nilpotente, DN = ND. Pour cela on considere E un K-espace vectoriel de
P

dimension finie et u € L associé a la matrice A dans une base donnée de E, on pose 7ty (X) = H (X—A{)%
i-1
et Ei = ker(u — Ajidg )™ et enfin u; = ulf,.

n
@ Existence : a Dire pourquoi E = @Ei.

i=1

P
b Soit B = U B; une base adaptée a cette somme, que peut-on dire de la forme de B = Mg(u).
i-1

¢ Montrer que uj — Ajidg, est nilpotent.
d  Soit Bj = Mg, (u;), montrer que Bj = Dy + Nj avec Dj matrice scalaire et Nj nilpotente.
e En déduire 'existence de la décomposition de Dunford.

@ Unicité :

Soit A = D’ 4+ N’ une autre décomposition de Dunford. On pose D/ = Mg(d’) et N/ = Mg(n’).
a  Montrer que AD’ = D’A

b En déduire que les E; sont stables par d’.
¢ Que peut-on dire de la forme de D’.
d  En déduire que DD’ = D’D, puis que D — D’ est diagonalisable.

e En déduire que D = D’, puis conclure.

Pb Centrale MP 2003.
3 | Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € LE. On considere I'application

®,: L(E) — L(E)
v — vou

[ 1> Montrer que @y € L (L(E)).

@ On se propose de montrer I’équivalence suivante : (u est diagonalisable) <= ®,, est diagonalisable)
a  lere méthode :

i  Montrer que pour tout P € K[X], v € L(E), on a

P(®y)(v) =voP(u)

ii En déduire que u et @y ont mémes polynéomes annulateurs, puis conclure.
b 2eme méthode :

i Montrer que AEspdy) <= u— Aidg n’est pas surjectif.

ii En déduire que sp@,) = sSp u).

iii Soit A €sp) et v € L(E) tel que (Py(v) =Av). Montrer que :
o Im (u— Aidg) C kerv).
B ker(®y — Aidg ) est isomorphe LH, E ot H est un supplémentaire de Im (u — Aidg).
Y dim(ker(®y — Aidg(g))) = dim(E) dim (ker (u — Aidg)

iv  Conclure.
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