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Formule asymptotique de Hardy et Ramanujan

L’objectif de ce probleme est I’étude asymptotique du nombre de partitions d’un entier
naturel n, ¢’est-a-dire du nombre de décompositions de n en somme d’entiers naturels non
nuls (sans tenir compte de 'ordre des termes). Une définition rigoureuse de ce nombre,
noté p,, est donnée en début de partie B. Dans la partie A, on introduit une fonction P
de variable complexe ; dans la fin de la partie B on démontre qu’il s’agit de la somme, sur
le disque unité ouvert de C, de la série entiere 3°,~¢ p,2". L’étude de P au voisinage de
1 permet alors, dans les parties suivantes, de progresser vers I'obtention d’un équivalent
simple de la suite (p,)nen (formule asymptotique de Hardy et Ramanujan).

Tout au long du probléme, le disque unité ouvert de C sera noté

D={zeC: |z| <1}

Dans tout I’énoncé, on utilisera la dénomination « variable aléatoire réelle » pour signifier
« variable aléatoire discrete réelle ».
On admettra aussi les deux identités classiques suivantes :

+o0 1 2 W2
2—2:1 et /677(111,:\/2.
—n 6 JR

A. Fonctions L et P

Z?’L
1 > Soit z € D. Montrer la convergence de la série E —- Préciser la valeur de sa
n
n>1
somme lorsque z € |—1,1[. On notera

2 > Soit z € D. Montrer que la fonction ¢ € [0, 1] — L(tz) est dérivable et donner une
expression simple de sa dérivée. En déduire que t — (1 — t2) e"(**) est constante

sur [0, 1] et conclure que
1

1—2.

exp(L(z)) =

3 > Montrer que |L(z)| < —In(1 — |z|) pour tout z dans D. En déduire la convergence

de la série Y- L(z") pour tout z dans D. Dans la suite, on notera, pour z dans D,
n>1

+o0o
P(z) :=exp {Z L(z")} .
n=1
On remarque, en vertu de la question précédente et des propriétés de ’exponen-

tielle, que
AN |

Vze D, P(z) #0 et P(z)= lim

— n
N—+oo oo 1—2
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B. Développement de P en série entiere

Pour (n, N) € N x N*, on note P, y I'ensemble des listes (ay,...,ay) € NV telles
N

que Y kap = n. Si cet ensemble est fini, on note p, y son cardinal.
E=1

4 > Soit n € N. Montrer que P, y est fini pour tout N € N*, que la suite (p, n)n>1
est croissante et qu’elle est constante a partir du rang max(n, 1).

Dans toute la suite, on notera p,, la valeur finale de (p, y)n>1.

5 > Montrer par récurrence que

VN € N*, Vz € D, Hl—z’“ anNz

6 > Soit z € D. On convient que p,o = 0 pour tout n € N. En examinant la somma-
bilité de la famille ((pn,n+1 — P )2") (n,n)en2, démontrer que

+o0
— n
=D Pn2
n=0
En déduire le rayon de convergence de la série entiere Y p,x".
n

7 > Soit n € N. Montrer que pour tout réel ¢t > 0,

ent T 0 s
_ - ,—ind p t+i0
Pn= o [ e (e77) do,
si bien que
entP<€—t) T P P(e—t+i9)
S im0 40, 1
/_ﬂe Pl 1 )

Dans le reste du probleme, 1'objectif est d’obtenir un équivalent du nombre p,, lorsque
n tend vers +o00. Cet équivalent sera obtenu via un choix approprié de t en fonction de
n dans la formule (1).
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C. Controle de P

8 > Soit x € [0,1] et § € R. En utilisant la fonction L, montrer que
‘ 11—

1= 2e® < exp(—(l — cos ) 1)

En déduire que pour tout x € [0, 1] et tout réel 0,
P(ze®) 1 1
< —— +Re[—— ) ].
‘ _exp( —z e(l—xe“’))

P(x)
9 > Soit x € [%, 1[ et # € R. Montrer que

) z(1 — cosb)
T~ R/e<1 = xei9> 2 (1- x)((l — )2+ 2z(1 — 0059))

D. Intermeéde : quelques estimations de sommes

En déduire que

P(ze®) 1 —cosf P(ze®)
ey | <ev (Caasa) v |

On fixe dans cette partie un réel @ > 0 et un entier n > 1. Sous réserve d’existence,

on pose
+00 knefkm

Sn,oz(t) = Z m

k=1 €
On introduit aussi la fonction

Ono:z€RL—

qui est évidemment de classe C™.

10 > Montrer que ¢, o et ¢, , sont intégrables sur ]0, +oo[.

11 > Montrer, pour tout réel ¢t > 0, Uexistence de S, (%), sa positivité stricte, et I'iden-
tité
+o00

/ " pal@) dr = 18,0 (0) — 3
JO

(k+1)t
[ @ k) &)@ da.
k=0"

kt

En déduire que

1 too e 1

Sn.alt :—/ 7dx+0<—> uand ¢t — 0.
n,a( ) tn+1 0 (1 _ e—z)n tn q

12 > Démontrer, sans utiliser ce qui précede, que

2

+o00 -
/ xre de — .
0 1—e=® 6

Dans le reste du probléeme, nous admettrons le résultat suivant (il peut étre démontré
par une méthode similaire) :

2, ,—x 2

/+°° x°e | T
——dr = —-
0o (1—e®)2 3
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A. Fonctions L et P

|z|™ n n - , fros .
1 > Pour tout n € N, on a =~ < |2]" et 37 |2|" est une série géométrique convergente (puisque |z| < 1).
. n .
Par comparaison, Y - est une série absolument convergente, donc convergente.

D’apres le cours sur les séries entieres, on a :

+00n

vz e]-1,1] Z* —In(1—z).

2 > Tout d’abord, pour ¢t € [0,1], on a tz € D et :

+
8

P
L(tz) = —t".
——" i n

=p(t)

n

Par une conséquence directe de la regle de d’Alembert, cette série entieére de la variable réelle t est de
rayon de convergence ﬁ siz#0et 400 siz=0.

Dans tous les cas, le rayon de convergence est strictement supérieur a 1.

Par théoréme, sa somme est dérivable (au moins) sur l'intervalle ouvert de convergence, qui contient [0, 1]
et :

y4
vt € 10,1], ngn—l —
ZZ 1—zt

Comme produit de fonctions dérivables sur [0,1], la fonction v : t — (1 — tz)e2(?) est dérivable et :

vt € 10,1],¢'(t) = ((1 - tz)l : i z)eL(tz) = 0.

—Z

Comme [0, 1] est un intervalle, on peut conclure : 9 est une fonction constante et, en particulier, (1) =
¥(0), qui se réécrit :
(1—2)e"®) = O done ') = !

3 > Soit z € D. Par I'inégalité triangulaire, on a :

|<Z'

Pour tout n € N*, on a 2™ € D, donc |L(z")| < —In(1 — |2|").
—_————

—In(1 —|z]).

n \zle[o 1]

=an
Comme |z| < 1, la suite (2™) converge vers 0, puis a, ~ |z|".

On en déduit L(z") = O(z") puis, par comparaison a une série géométrique, la série > L(2") est absolu-

ment convergente, donc convergente.



B. Développement de P en série entiére

4 >

e Soit N € N*. Soit (ai,...,an) € Py n.
Par positivité des ag, on a 0 < a; < ia; < n pour tout i € [1, NJ.
On en déduit 'inclusion P, y C ﬂO,nﬂN , puis le caractére fini de 'ensemble P, y comme partie
d’un ensemble fini.

e Notons f: (a1,...,an) > (a1,...,an,0).
Par définition des ensembles P, n et P, y41, 'application f est bien définie de P, y vers P, ny41
et également injective par vérification immédiate.
On en déduit p, v < pn,N+1, ce qui montre que la suite (pm N)N>1 est croissante.

e Dans le cas ot n = 0, on a évidemment Py y = {(0,...,0)} donc pg y = 1 pour tout N > 1 et donc
la suite (p,,n)n>1 est constante & partir du rang 1 = max(n, 1).
Supposons n > 1. Soit N > n.
Soit (a1,...,an+1) € Py n+1. Siang1 > 1, alors (N + 1)ay41 > (N + 1) donc :

N+1
n= Zkakz(N+1)aN+1ZN+1>n,
k=1
ce qui est absurde.
N
Ainsi, (a1,...,an41) = (a1,...,an,0) donc Zkak =n puis (a1,...,an) € Py N.
k=1

Ceci montre que la fonction f du premier point est aussi surjective donc bijective.
On en déduit p, v = pp,N+1-
En conclusion, la suite (p, ny)n>1 est constante & partir du rang max(n, 1).

5 > Soit z € D. Pour tout N € N*, on définit la propriété H,, par :

N

+00
II 1——Zk:: E:]%LNzn'
k=1 n=0

=My

Initialisation. On a évidemment P, ; = {(n)} pour tout n € N, donc :

+o00 +o00 1

n n
12 = z =
E Dn, § 11—
n=0 n=0

ce qui achéve de montrer 'initialisation.

Hérédité. Soit N € N*. Supposons Hy.

Tout d’abord, par conséquence de la question précédente (premier point), on a :

1
vn € N,punlz* < (n+ D)V)2" =0 <2> , (croissance comparée)
n

ce qui montre la sommabilité de la famille (p, n2")nen.

Par ailleurs, la famille (2*N+1)),y est également sommable (puisque |z| < 1).



Ainsi, la famille (pm Nz H)) est sommable et :

(n,i)eN?
1I =P 1
N+L= EN X TN
= Z Pn,NZ" Z ZIN+1) (hypothese de récurrence et série géométrique)
neN ieN
400 '
= Z ( Z pn,N) 27 (sommabilité)
7=0 (n,i)€N2
n+(N41)i=j

+oo
= Z pj,N—i—lZ]a
J=0

ce qui acheve la preuve de I'hérédité.

Détaillons un peu la derniére égalité. Pour tout 7 € N, on a :

pin+1 = card{(ar,...,anp1) € NV a4+ 4+ (N + Dani1 = 5}
= > card{(a1,...,an) € NV, aj + -+ Nay = j — (N + 1)i}

€N

(N+1)i<j

Z Pj—(N+1)i,N = Z Pn,N-
ieN (n,i)EN?
(N+1)i<y n+(N+1)i=j

6 > Soit n € N. Par croissance de la suite (p,,n)nNen, on a :

Z ‘pn,N-&-l - pn,NHZ|n = Z (pn,N+1 - pn,N)‘Z‘n-
(n,N)eN2 (n,N)eN?

Le calcul (formel) qui suit, en remplagant z par |z| (toujours élément de D), montrera donc la sommabilité

de la famille ((pn N+1 — Pn, N)z”)(n N)enz et justifiera le résultat final.

anz" = Z Z (Pn,N+1 — Pa,N)2" (pn = th PN €t ppo=0)
neN neN NeN -+
= Z Z pn N+1 — Pn, N)
NeNneN
= Z ( Z PnN+12" — Z pmNz”) (les deux séries convergent)
NeN neN neN
= Z (Oy41 —y) + 1 =0 (question précédente)
NeN*
= P(z). li Iy =P
&) (lim T = P(2)

Comme P(]z]) < 400, la sommabilité et donc le résultat du calcul précédent sont justifiés.

La série > p, 2" est convergente pour tout z € D donc son rayon de convergence R est supérieur ou égal
al.

Par ailleurs, pour tout n € N*, on a p, 1 = 1 donc p,, > 1, ce qui montre que R < 1.

En conclusion, R = 1.

7 > Soit ¢ > 0. Pour tout 6 € R, on a e ¥ € D donc :

™ T oo
/ 1n0P( t+19 / Zp e —kt z(k n)é do

— 0 TR0



Chaque fonction fy est intégrable sur [—m, 7|, la série de fonctions Y fx converge simplement sur [—, 7]

vers la fonction continue f et :

+oo +o0
Z/ F(0)]d0 = 3 2mpr(e™)F < oo car [t < 1.
k=0""T k=0

Par théoreme d’intégration terme a terme, on a donc :

- ' ) +o0 T
/ e—znGP(e—t—HB)de — Z pke_kt / el(k—n)eda — 27Tpn€_nt,

k=0 T ,

=270g n

ce qui conclut.

C. Controle de P

8 > Toutes les séries qui suivent sont convergentes (par comparaison a la série géométrique y z™).

Partant de l'inégalité :

+00 In
Z — (cos(nf) — 1) <0,
20 -
on en déduit :
+OO xn +OO xn
In(1—2z)+ Z — cos(nf) = Z ?(cos(nﬁ) —1) <z(cosbh — 1),
n=1 n=1

puis :
In(1 — z) + Re L(ze") < z(cosh — 1).

Par croissance de ’exponentielle, il vient :
(1 — x)exp (Re L(ze™)) < exp(z(cos — 1)) puis (1 — )| exp L(ze®)| < exp(—(1 — cos)z).
D’apres la question 2, on a alors :

(1-— :c)’l_l < exp(—(1 — cosO)zx),

zel?|

ce qui conclut cette premiere partie de la question puisque 1 — x > 0.

Ensuite, on a :
N N
P(ze®) = lim L et P(x)= lim L
N—foo -0 1 — xheikt N—oo 2 1 — xk

Par quotient et passage au module, il vient :

N k

I 1—z
= lim —_
NS00 1 — xhkekd

‘P(mew) B
P(z)

k=1
Comme pour tout k& € N* on a ¥ € [0,1[ et k0 € R, on peut utiliser la premiere partie de la question :

k

Vk € N¥, < exp(—(1 — cos(kB))z").

1 _ gkeikd




Par produit d’inégalités dont les termes sont positifs et passage a la limite, on obtient :

; N
P(ze?) lim Hexp( (1 — cos(k))x —expz (1 —coskf)x
P(.%‘) N%+ook_1
- =0 si k=0
1 ik0
—exp(—l—i—Rekz%e )
1 1
:exp(— 1—$+Rel—xei9)'
9 > On calcule :
1 1 1 1—ze
—R _ = - R .
11—z R e]l—:ce’9|2
1 1—xcosf

1—z 1+a2—2zcosf
1+22—2xcosf — (1 —2)(1 —xcosh)
(1—2)((1 —2)?+4 2x(1 — cosb))

_ x*(1 —cosf) + z(1 — cosb)

(1 —2)((1 — )2+ 2z2(1 — cosh))
- x(1 — cosf) ‘
T (1—2)((1 —x)? 4 22(1 — cos b))

(2%(1 — cos ) > 0)

D’apres ce qui précede et la question précédente, on a :

P(ze') oo [ x(1 — cos )
P) | =P\ T 0= 2) (1= 2)? + 22(1 — cosh))
=A(z)
Dans le cas ou A(x) < —ﬁ, il n’y a rien a faire (par croissance de la fonction exp).
Supposons maintenant A(z) > —ﬁ. On a alors :
x(1 — cosf) < 1
(1—2)((1 —2)?>+22(1 —cosh)) ~ 3(1 —x)
32(1 —cosf) < (1 —x)* +22(1 —cosf)  ((1 —x)((1 —x)?+2z(1 — cosh)) > 0)
z(1—cosf) < (1 —x)?
0<(1—x)*+2x(1 —cosh) <3(1 —x)?
x(1 — cos ) (1l —cosf) _ 1—cosb
> > — >
022+ 22(l —cosh) = 3(1_ 2P ~6(1_wp 7= Y/2>0etlzcosb20)
x(1 — cosf) < 1 —cosé (1—2>0)

C(1—2)(1—2)2 +22(1 —cosh) —  6(1—x)3

Par croissance de ’exponentielle, on conclut.

D. Intermeéde : quelques estimations de sommes

10 > La fonction ¢, o est continue sur |0, +o00[.

Etude en 0. L’équivalent simple :

montre que ¢, o est intégrable en 0.



Etude en +oco. On a :

( )N n_—or __ i : ‘
Pn,alT xe =0 ) par croissances comparees,

donc ¢, o est intégrable en +oo.
En conclusion, ¢, o est intégrable sur |0, +o00].

Ensuite, la fonction ¢, o est de classe C! sur R% et :

(nxnflefax _ axnefcwv)(l o efa:)n _ xnefaxn(l o ef:p)nflefa:
(1 _ e—x)Qn

Vo € RY, @) o(x) =

xnflefax

— m((n —ax)(l —e ") —nze ™).

La fonction ¢y, , est continue sur ]0, 4-0ol.

Etude en 0. On a le développement limité suivant :
(n—az)(1—e®) —nze ™ = (n — az)(z + O(x?) —nz(l + O(z)) = O(z?).

Comme on a aussi :
xn—le—ax xn—l 1

(1 _ e—x)n—‘rl ~ pntl - ﬁ’

on en déduit ¢;, ,(z) = O(1), ce qui montre l'intégrabilité de ¢, , en 0.

Etude en +o0o. Comme précédemment, par croissances comparées, on a @%ja(x) =0 (;12), ce qui montre
e 7 s1ep 2 /
l'intégrabilité de ¢}, , en +o00.
. / . 7’
En conclusion, ¢}, , est intégrable sur ]0, +ocol.

11 >

ke kijn est bien définie (et

e Pour tout k € N*, on a 1 —e™* > 0 (puisque kt > 0), donc la fraction (1_%

positive).

On a I’équivalent simple suivant quand k tend vers +oo :
—k

k"e o ~ kne—kta

(1 — e Fktyn :

Puisque ta > 0, on en déduit, par croissances comparées, que :

kne—kta 1
(1—eHkyn —° (/@) !
. . N . .. —kt
ce qui montre, par comparaison a un exemple de Riemann, que la série > % est absolument

convergente donc convergente.

e Par positivité des termes sommés, on a :

e—ta
Sna(t) > — > 0.
e Soit k € N. Par intégration par parties, on a :
(k+1)t (k+1)t
[ @ kg a@de = tona+ D0 = [ prala)de.
kt kt

=ay



Par intégrabilité de ¢, o et d’apres le premier point, la série ) ay est convergente et :
+0oo +0oo e—(k+1)at +oo
kz ap =t Z((k + 1ﬁ)"m - /0 Pna(z)dr
=0
1 ne—jat +o0
= ¢t Z Gty /0 On.a(x)dz

+oo
— t”HSn,a(t) — /0 Onalz)dr,

ce qui conclut.

e D’apres ce qui précede, il suffit de montrer que :
+oo
Z ar, = O(t)
=0 t—0t

Par I'inégalité triangulaire, on a :

>

(k+1)t

<Z/ (= #0) ¢l o)

<t

+o0
< t/o |00 (@) |dz, (intégrabilité de ¢y, ,)

indépendant de t

ce qui conclut.

12 > Pour tout x > 0, on a |e™*| < 1 donc :

—x

xre _ Z re— (e
1 — e —_—
=0 —u,(z)
=f(z)

Chaque fonction u, est continue (par morceaux) et positive sur R .

La série de fonctions ) u, converge simplement sur R* et sa somme f est continue (par morceaux)
*

sur R .

Par le théoréeme d’intégration terme & terme (cas positif), on en déduit :

/O+oo F(e)de = i@ /0+oo

= ar intégration par parties
nz_: CESE (p g par parties)
772

=5 (résultat admis)

Notons que le caractere fini de la somme montre I'intégrabilité de la fonction f, méme s’il était possible

de le justifier directement.



