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Les Anneaux Factoriels

(Anneau factoriel). Soit A un anneau. On dit que A est factoriel si

(i) A est intègre ;

(ii) (Existence de la décomposition en irréductibles) Tout élément non nul peut s'écrit comme
un produit d'irréductible : si a 6= 0 il existe des éléments (q1, . . . , qs) irréductibles dans A tel que
a = q1 · · · qs.

(iii) (Unicité de la décomposition en irréductibles) La décomposition d'un élément non nul et non
inversible en facteurs irréductibles est unique à l'ordre près et à la multiplication par des inversibles
près : si q1 · · · qm = q′1 · · · q′s avec les qi et q′i irréductibles alors s = m et il existe σ ∈ Sm et des éléments
ui ∈ A× tels que q′i = uiqσ(i).

Montrer qu'un anneau intègre est factoriel si et seulement si tout élément irréductible est premier et il
n'existe pas de suite in�nie (xi)i∈N telle que pour tout i > 0 on a xi | xi−1 et xi n'est pas associé à xi−1.

Montrer qu'un anneau intègre est factoriel si et seulement si toute suite croissante d'idéaux principaux
est stationnaire et l'intersection de deux idéaux principaux est principal.

1)

2)

Partie 1.

Définition

Soit A un anneau intègre.

1) Démontrer l'équivalence des propositions suivantes

(i) A est factoriel ;

(ii) Tout élément non nul et non inversible possède une décomposition en produit d'irréductibles. Tout
élément irréductible est premier ;

(iii) Tout élément non nul et non inversible est produit d'éléments premiers.

(iv) Tout élément non nul et non inversible possède une décomposition en produit d'irréductibles. L'an-
neau A véri�e le lemme de Gauss : si a | bc et a premier avec b alors a | c.

Dans un anneau intègre, on appelle système de représentants des éléments premiers un ensemble S d'éléments
premiers de A tel que tout élément premier à A soit associé à un élément et un seul.

2) Donner des systèmes de représentants des éléments premiers de Z et k[X].

Partie 2.



Z[i
√

5] = {a+ ib
√

5, a, b ∈ Z} ⊂ C.

1) Montrer que Z[i
√

5] est un sous-anneau de C. Montrer qu'il est intègre (et noethérien).

2) Déterminer le groupe des éléments inversibles de l'anneau Z[i
√

5]. On pourra introduire l'application

N : z = a+ ib
√

5 ∈ Z[i
√

5] 7−→ zz = a2 + 5b2 ∈ Z .

3) Montrer que p = 2 + i
√

5 est irréductible et que (p) n'est pas premier. En déduire que Z[i
√

5] n'est pas
factoriel.

4) Montrer que 3 et 2 + i
√

5 n'ont pas de ppcm et que 9 et 3(2 + i
√

5) n'ont pas de pgcd dans Z[i
√

5].

3) Soit A un anneau factoriel et S un système de représentants des éléments premiers de A. Montrer que
tout élément a ∈ A non nul s'écrit de manière unique sous la forme

a = ua
∏
p∈S

pνp(a)

où ua ∈ A×, νp(a) ∈ N et νp(a) = 0 sauf pour un nombre �ni d'éléments p ∈ S. De plus νp(a) ne dépend
pas du choix de p et de a dans leur classe pour la relation "être associé". L'entier νp(a) s'appelle la
multiplicité de p dans a.

4) Soit A un anneau factoriel et S un système de représentants des éléments premiers de A et K = Frac(A).
Montrer que tout élément x ∈ K non nul s'écrit de manière unique sous la forme

x = ua
∏

p ∈ Spνp(a)

où ua ∈ A×, νp(a) ∈ Z et νp(a) = 0 sauf pour un nombre �ni d'éléments p ∈ S. En déduire que
K× ∼=gr. A

× × Z(S). En déduire que F3(X)× et Q× sont isomorphes.

5) Soit A un anneau factoriel et a, b, c ∈ A non nuls avec a et b premiers entre eux. Montrer que si a | c et
b | c alors ab | c.

6) Soit A un anneau factoriel, S un système de représentant des éléments premiers de A et a, b ∈ A non
nuls. Montrer que

(i) νp(ab) = νp(a) + νp(b) ;

(ii) a | b ⇐⇒ ∀ p ∈ S, νp(a) ≤ νp(b) ;
(iii)

∏
p ∈ Spmin(νp(a),νp(b)) est un pgcd de a et b ;

Partie 3.


