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Sur quelques questions de calcul différentiel

Notations et conventions

Pour tout entier n > 0, on note (.,.) le produit scalaire euclidien usuel et || .|| la norme associée
sur R, S"~! la sphére de rayon 1 dans R, M,,(R) I'espace des matrices réelles a n lignes et n
colonnes, I, la matrice identité dans M,,(R), GL,(R) le sous-ensemble de M,,(R) des matrices
inversibles, et SL,,(R) celui des matrices de déterminant 1. On note Tr (M) la trace d’une matrice
M de M, (R), M sa transposée, M la matrice de ses cofacteurs, et 'on rappelle la formule

M *M = det(M) I, .

Si M est une matrice de M, (R), on désigne par exp M son exponentielle, définie par
+o00 k
A

expM = Z o On rappelle que Papplication t — exp(tM) de R dans M,,(R) est de classe
k=0 "

C', et que sa dérivée en 0 est M. De méme, si o est un endomorphisme d’un R-espace vectoriel
+oo  k

de dimension finie, on note exp(y) son exponentielle donnée par la série Z %
k=0 "

Soit U un ouvert de R™. Si f : U — RP? est une application de classe C', on note df, sa
différentielle au point z, soit :

VheR", dfu(h) = lim 2 (f(x +th) — f(x)

Préliminaires

la. Soient a et [ deux formes linéaires sur R" telle que ker 8 C ker . Montrer qu’il existe
un réel A tel que a = \j.

”
1b. Soient «, B1, ... , B, des formes linéaires sur R" telles que ﬂ ker 3; C ker a. Montrer que
i=1
« est combinaison linéaire de fi, ... , Gr. (Une méthode possible est de raisonner par récurrence
r—1
sur r, en considérant, pour r > 2, la restriction de a et 3, & F = ﬂ ker 3;).
i=1
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Premiére partie

2. Soit v : ] — 1,1[— R™ une application de classe C! telle que
vt 6]7131[7 ||’Y(t)||:1
Montrer que pour tout ¢ dans | — 1,1[, (y(¢),~/(¢)) = 0.

3. Soit z € R™ tel que ||z|| = 1 et soit v € R™, non nul, orthogonal a z. Montrer qu'il existe
une application v : | — 1,1[— R™ de classe C! telle que V¢ €] — 1,1[, ||[v(t)|| = 1, ¥(0) = z et
Y (0) =v.

4. Soit f : R™ — R une fonction de classe C!, et soit g sa restriction a S®~'. Montrer que g

admet des extremums. Si x est un extremum, en considérant une application v comme ci-dessus,
montrer qu’il existe un réel A tel que

dfo(h) = Ma,h), (Vh e R").
5. Soit A une matrice symétrique de M,,(R). On définit

_{R”—>R

x — (x, Azx)
5a. Montrer que f est de classe C' et calculer sa différentielle.

5b. Soit z un extremum de la restriction de f a S™~!. Montrer que x est vecteur propre

de A.
Deuxiéme partie

Dans cette partie, on considére les fonctions suivantes :

M,(R) =R
qa: Y M +— Z mlzj

1<i,j<n

ot m;; est le coefficient de M sur la i-éme ligne et j-iéme colonne,

I3 M,(R) =R
"M det(M) — 1

ainsi que la restriction de ¢ a SL,(R), que l'on note g.
6a. Montrer que g(M) = Tr ("M M).
6b. Vérifier que (4, B) — Tr (! AB) définit un produit scalaire sur M, (R).

6c. Montrer que ¢ est de classe C' et calculer sa différentielle.
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7. On note E;; la matrice de M, (R) ayant pour coefficient 1 & la i-iéme ligne et j-iéme
colonne, et 0 partout ailleurs. Soient M € M, (R) et t € R. Exprimer det(M +tE;;) en fonction
de det(M), de t et des coefficients de la matrice M.

En déduire que pour tout H € M,,(R), dfa(H) = Tr ("M H).

8. Montrer que SL,(R) est fermé dans M,,(R) et que la restriction g de ¢ & SL, (R) posséde
un minimum.

9. Soit M € M, (R). Montrer que det(exp M) = ™ (M),

10. Soit M € SL,(R) et soit H € M, (R) tels que dfas(H) = 0. Montrer que I'application

1= 11~ M. (R)
T\t = Mexp(tM-VH)

est & valeurs dans SL, (R), de classe C! et vérifie v(0) = M, +/(0) = H.

11. Soit M € SL,(R) un point ou la fonction g atteint son minimum, et soit H dans M, (R)
tels que dfar(H) = 0.

11a. Montrer que dgy (H) = 0.

11b. Déduire de ce qui précéde que M est une matrice orthogonale. Que vaut alors g(M)?
Troisiéme partie

Dans cette partie, on se propose de calculer la différentielle en un point quelconque de 'ap-
plication exp : M, (R) — M, (R). On rappelle que GL,(R) est un ouvert de M, (R).

12a. Soient C1,Cy : R — M, (R) deux applications de classe C'. Posons B(t) = C1(t)Cs(t).
Montrer que B est de classe C! et que pour tout ¢ dans R,

B'(t) = C1(t)Ca(t) + C1(t)Ca(t) -

12b. Soit C : R — M, (R) une application de classe C'. On suppose que pour tout ¢ € R,
C(t) est inversible et on pose D(t) = C(¢)~!. Montrer que D est de classe C! et que pour tout ¢
dans R,

D'(t) = -Cc@)~tc'@)C@)7t.

13. Soient C1,Cy : R — M,,(R) des applications de classe C? telles que C1(0) = Co(0) = I,,.

13a. Soient «, 8 € R. Trouver une application A : R — M, (R) de classe C' telle que
A(0) = I, et A’(0) = aC1(0) + BC5(0).

13b. Montrer qu’il existe € > 0 tel que Cj(t) et Co(t) soient inversibles pour tout ¢t dans
lintervalle | — e, €.

13c. Pour tous s,t dans | — € €[, posons L(s,t) = C1(s)C2(t)Ci(s) " Ca(t)™. Calculer
2
%(O, 0) en fonction de C7(0) et C4(0).
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14. Soit @ : GL,(R) — GL(M,,(R)) défini, pour tout X dans GL,(R) par
B(X): Y — XYX ',

14a. Montrer que ® est un morphisme de groupes. Montrer que les coefficients de XY X!
sont des fractions rationnelles des coefficients de X et de Y. En déduire que ® est de classe C'.

14b. Montrer que d®j, : M,(R) — L(M,(R)) est donné, pour tous X,Y € M, (R) par
Ao, (X)(Y) = XY —YX .

Myp(R) = M,(R)

Dans la suite d obléme, on pose ¢(X) = d®; (X) :
ns la suite du probléme, on pose p(X) 1, (X) {YHXYYX.

15. Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie et soit f : GL,(R) — GL(V) un
morphisme de groupes de classe C!.

15a. Montrer que pour tout X € GL,(R), pour tout H € M,(R),
dfx(H) = f(X)dfr, (X" H) = dfr, (HX™") f(X) .

15b. On fixe X € M, (R). On considére les applications a,b : R — GL(V') définies pour
tout ¢ € R par

a(t) = flexptX), b(t) = exp(tdfs, (X)) .

Montrer que a = b.
15c. Retrouver le résultat de la question 9 en utilisant le résultat de la question 7.

15d. Montrer qu’avec les notations de la question 14, ®(exp X) = exp(¢p(X)), pour tout
X e M,(R).

16. On fixe X,Y € M, (R). Pour tout s,t € R, on pose
ou
U(S,t) = eXp(S(X + tY)), A(S7t) = eXp(_SX)E(Svt) .

16a. Montrer que A(1,0) = exp(—X) dexpx(Y).

16b. Déduire du calcul de aa—A(sJ) que %—A(S,O) = exp(—sp(X))(Y).
s s

X 3 _ = _1\yn n+l @(X)’!b
16c¢. Montrer que A(s,0) = Z( 1)"s ¥ 1)!(Y)~

n=0

16d. En déduire une formule (sous forme de série) pour dexpy (V).
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