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Transformation d’Euler et accélération de la convergence

Dans ce probléme, R désigne I'ensemble des réels, R est I'ensemble des réels positifs et R}
I’ensemble des réels strictement positifs. La notation IN désigne ’ensemble des entiers naturels
et N* I’ensemble des entiers naturels non nuls.

On note FE 'espace vectoriel des suites réelles. On note u = (uy,)neN une suite réelle de terme
général u,. On considére 'endomorphisme A de E qui a toute suite u = (uy,)neN associe la suite
de terme général (Au), = up41 — Up, n € N.

n!
El(n — k)!

si n > k. On convient que 0! = 1 et que

On pose, pour k et n dans N, (Z) =

<Z):Osik:>n.

Les candidats vérifieront la convergence des séries qu’ils rencontrent, méme si cela n’est pas
explicitement demandé.

Premiére partie : suites complétement monotones

Pour tout p € N*, on note AP le p-iéme itéré de A défini par AP = A o AP~! et par
convention, A? est I'identité de E.

On dit qu’une suite (up)neN est complétement monotone si pour tous entiers naturels p et n
on a

(—1)” (APu), > 0.

1. Soit f une fonction sur R4 & valeurs réelles et indéfiniment dérivable. On considére la
suite de terme général u, = f(n).



la. Montrer que pour tout entier p > 1 et tout entier n, il existe un réel x dans l'intervalle
In,n + p[ tel que

(APw), = fP)(z).

On pourra raisonner par récurrence en considérant la fonction g(z) = f(x +1) — f(z) et la suite
de terme général v,, = g(n).

1
1b. On considére la suite de terme général a, = p—y Montrer que (a,)neN est compléte-
n

ment monotone.

2a. Démontrer que pour tout p > 1, on a

(APu), = i(-npk(g) _—

k=0

2b. Soit b €]0, 1[. On considére la suite de terme général b,, = b™. Calculer (APb),, pour tous
les entiers naturels n et p et en déduire que (b, )nen est complétement monotone.

Soit w une fonction continue et positive sur [0, 1], non identiquement nulle. Jusqu’a la fin de

1
la premiére partie, on considére la suite de terme général u,, = / t"w(t) dt.
0

3a. Montrer que la série de terme général (—1)*u;, converge et que

+00 . B 1 M
S (= 1)kuy = /O dr.

= 1+t
3b. Montrer que la suite (u,)peNn est complétement monotone.

3c. Démontrer que

io(—gkuk _ %io/ol (%)pw(t) dt.

k=0 p=0

3d. En déduire que l'on a

+o0 +o0 (_1)p )
> (D' = Y (A

4. Déduire des questions précédentes que

400 (_1)n 400 1
me=S" 1Ly -
ngon—l—l pzo(p—i—l)%’Jrl

5.0 & 1271:/1<1_t)k () dt
. n pose = — —_— w .
b 2270 2



5a. Montrer que

n

Z 2p Apu

p=0

+00 S
5b. On pose S = Z(— ug. Montrer que |S — &,| < onl
k=0

Deuxiéme partie : Transformée d’Euler

Dans cette partie, on se donne une suite (uy)nen telle que la série de terme général (—1)"u,,
soit convergente, et 'on note S sa somme. On ne suppose aucune autre propriété parti-
culiére de cette suite (u,),en. Le but est de démontrer que

+o0 (_1)p
5 = Z P = 3 2 (aru,
p=0

P
On dit que la série Z 2p+)1 (APu)g est la transformée d’Euler de la série Z(—l)kuk.

6a. Montrer que pour tout p € N, on a lim (APu), =0.

n—oo

12
6b. Montrer que pour toute suite (7, )nen de limite nulle, on a lim — Z p r, = 0.
p—oo 2P P k

7a. Montrer que pour tout n € N, on a
X (_1)}) Py, (_1)p+1 p+1
p=0

7b. Montrer que pour tout p € N, on a

—1)P too _1\P _1\p+1
i@ = 3o (G @, - @,

n=0

n
1
8a. On pose E,, = Z (=LP (APu)o. Montrer que

= op+1
1 “naea
Ba-s =g 2 (") [ Ze0tu ).
p=0 p k>p

8b. Conclure.



Troisiéme partie : une amélioration de la méthode

Dans cette partie, comme dans la question 3, on se donne une fonction w continue et positive

1
sur [0,1], non identiquement nulle. On considére la suite de terme général u,, = / t"w(t)dt et
0

on pose

+oo
S = Z(—l)kuk.
k=0

On se donne aussi une suite de polynomes a coefficients réels (P,)nen telle que pour tout n,
P,(—1) # 0. Pour tout n € N, on pose

1 L P, (—1) — P,(t)
L= 5 /0 () dr
1
9a. Montrer que S —T,, = /0 #((tl)—i—t)w(t) dt.

SM,
9b. En déduire que |S — Tj,| < ———— ot M,, = sup |P,(t)].
[P (=1)] tefo,1]

10. Dans cette question, on choisit comme suite de polynémes P, (z) = (1 —x)". Donner une
majoration explicite de |S — T},|, en fonction de S et n.

11. Dans cette question, on choisit comme suite de polynémes P, (z) = (1 — 2z)". Donner
une majoration explicite de |S — T},|, en fonction de S et n.

12a. Démontrer I'existence et 'unicité d’une suite de polynomes (P, ),eN vérifiant les condi-
tions suivantes : pour tout n € N, pour tout ¢t € R,

deg P, =n, P,(sin®t) = cos(2nt)

12b. Calculer P,(—1) pour tout n € N.

12c. Donner une majoration explicite de |S — T},|.

Quatriéme partie : comparaison des méthodes sur un exemple

i ! S k - k = 1
Dans cette partie, un = 127> 5 = kz=o(_1) tks S = ,;f_l) U, En = ém et
1 1 Py(=1) — Pu(t)
" P(-1) /0 1+¢ , ou les P, sont les polynomes de la question

13. Donner un équivalent de S — S, et de S — E,,. Comparez la vitesse de convergence de T,
avec celle de S, et E,. Donner un équivalent de S — T,.



Corrigé de |'épreuve X MP 2011, mathématiques B

Partie | : Suites complétement monotones

la. Soit, pour p € N*, lassertion (H,) : "pour toute fonction f indéfiniment dérivable de R+ dans R et tout entier naturel
n, il existe = €|n, n + p| tel que (APu),, = f®)(2).” (La suite (u,) étant définie par Vn € N, u, = f(n)).
e Soit f indéfiniment dérivable de R+ dans R et n € N; d’apres I’égalité des accroissements finis, il existe x €]n,n + 1] tel
que (Au), = f(n+1)— f(n) = f'(z): (H1) est donc vraie.
e Soit p € N*; supposons (H,) vraie; soit f indéfiniment dérivable de R+ dans R. Définissons g : R+ — R par:
Vo 2 0,9(x) = f(x+1) — f(z), et la suite (vy,) par: Vn € N,v, = g(n), i.e. v, = (Au),. Alors g est indéfiniment dérivable,
et en lui appliquant (H,): pour tout n € N, il existe y €]n,n + p[ tel que

(APHLu), = (APv), = gP)(y) = P (y + 1) — fP(y).
On peut réappliquer I'égalité des accroissements finis & f(P) (indéfiniment dérivable), et il existe x €]y, y + 1[C]n,n +p + 1]
tel que fP)(y + 1) — fP)(y) = f@FY (). 1l s’ensuit que (H,41) est vraie, et le résultat requis s’en déduit par récurrence sur
p.

1b. La suite (ay) est associée a la fonction f : R+ — R définie par: Vz >0, f(z) =

—1)Ppl
une récurrence triviale montre que Vp € N, Vz > 0, f(») (x) = %. En appliquant le 1a., il vient :

%H. f est indéfiniment dérivable, et

_ (=L
Vp 2 1,Vn € N, dzx G]n,n +p[, (Apa)n = W

Il s’ensuit que (—1)?(APa),, = W > 0. Comme de plus Vn € N, (A%),, = a,, > 0, il en découle que

[(an) est completement monotone.j

2a. Notons T': E — E défini par: Yu € E,Vn € N, (Tu),, = tp41. C’est un endomorphime de E, et A =T — idg. Comme
T et idg commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton dans anneau L£(FE) :

p
Vp e N, AP = 3 (—~1)r=k (D) T,
k=0

D’ou {Vu € E,Vp > 1,¥n € N, (APu), = > (—1)pk(£)un+k}
k=0

Remarque : La formule précédente est vraie aussi pour p = 0; observons de plus que, puisque Yk € N, (=1)F = (—1)7*:

P
Vp 2 0,Yn € N, (=1)?(APu), = > (—1)’“(Z)un+k,

formule que je noterai (7).

p

2b. La formule (i) fournit V(p,n) € N2, (=1)P(APb),, = > (—=1)*(¥)o"** = b™(1 —b)P (en réappliquant le binome de Newton
k=0

au développement de (1 — b)P). Comme b €]0, 1], il s’ensuit que

[(bn) est completement monotone.j

3a. Soit N € N; on a:

S (1) - [ ;Zj:o(—t)kw(t) dt= [ wwde— [ %w(t) dt.

k=0
(Somme partielle d’une série géométrique de raison —t # 1.)

1 (_p\N+1
Notons Ry = fo %w(t) dt, et soit M = Sup |w(t)| (bien défini, puisque w est continue sur le segment [0, 1]). Comme
te0,1]

pour tout ¢ € [0,1], l%—t < 1, il vient :

1
IR ngO N ar =

+oo 1
Il en résulte que lim Ry = 0: c’est dire que la série numérique > (—1)*uy converge, et > (—1)*uy = f # dt.
N—s+oo =0 o 1+t




Remarque: On peut également invoquer le théoréeme de convergence dominée, appliqué sur [0, 1] & la suite de fonctions

P e’
Sn(t) = > (—t)*w(t) = Ww(t), en observant que | Sy (t)| < 2w(t).

3b. D’apres la formule (i) (¢f. 2.a), et en utilisant les calculs effectués au 2.b :
V(p,n) € N2, (=1)P(APu), f Z P)gntk qf = f (1 — t)Pw(t) dt.

APy), > 0, et que si cette quantité était

Cependant t — t"(1—t)Pw(t) est continue, positive sur [0, 1] ; il en découle que (—1)P(
= 0 et par continuité: V¢ € [0,1],w(t) =0,

nulle, alors V¢t € [0,1],¢"(1 — t)Pw(t) = 0. En particulier, on aurait V¢ €]0, 1], w(t)

ce qui est exclu par hypothese. Ainsi: V(p,n) € N2, (—=1)P(APu), > 0 et {(un)neN est completement monotone.]

3c. Pour tout t € [0, 1], on peut développer (puisque 0 < 1-t < %) :

2 ~
+oo
1 _ 1 1 _1 Z(l—t)p
1+t~ 21— (%) 2p:0 2

Définissons donc, pour p € N: f, : [0,1] - R par: Vt € [0,1], f,(t) = (%)pw(t). Chaque f, est continue sur [0, 1], et on a

deplus: Vvt € [0,1], |fp(t)] < ]2\% (avec les notations du 3.a). Ainsi, la série de fonctions continues Y f,, converge normalement

sur [0, 1], et on peut intervertir :

+oo 1 too 1 1—t
Compte-tenu du 3.a, on a bien: S (=1D)Fuy = 5 f (55°5)Pw(t) dt.

3.d Pour tout p € N, on obtient, en développant le bindéme (1 — ¢)P et d’apres 2.a:

Jo Q5tyua = 35 £ (-04) [t ar= 50 32 -t @u = G @,

k=0
I ’ p tov k = ( 1)
D’oti, d’apres 3.c: S(=1) uy = Z 55 F1 (APu).
k=0 p=

4. Appliquons ce qui précéde ad w:[0,1] = R, définie par: V¢ € [0,1],w(t) =1 (qui vérifie bien les hypotheses du 3.); ici:

Lw(t) ! 1
fo 1+t dt = 0 1+t dt = [ (1 + t)]o =In2,
too +oo (_1\k
> (1w = 3 G

k=0 k=
Ity Lty 1 :
Vp € N, f Puw(t)dt = J; (ZH)rdt = (=S (effectuer le changement de variable u =1 —t).

- . et W
D’pares 3.a et 3.c , il vient: In2= 71,;0 | Z (1) 2p+1

+oo /1 \nyn+l1
Remarque : La premiere égalité peut se déduire du développement (D) : Vt €] — 1,1[,In(1 +¢) = > %
fait que cette série de fonctions converge uniformément sur [0, 1] (majorer les restes en utilisant le critere spécial des séries

alternées) : par continuité de ¢ — In(1 + t), (D) reste valable en 1. La seconde égalité revient & appliquer (D) en _71

, et du

5a. Les calculs faits au 3.d impliquent 1’égalité requise.

5b. D’apres ce qui précede (et, toujours, le 3d.), on a:

1S — &l = | f);&«Nw|—b S [t d.

p=n-+ p=n-+1

Or on a vu que la série de fonctions continues Y f, (donc aussi, a fortiori, . f,) convergeait normalement sur [0,1]; il
pzn+l
s’ensuit qu’on peut intervertir la série et l’intégrale et, compte-tenu des calculs du 3.c:

1S flagtremal =13 1S Agtremad =13 [TAgh S (gt ad = | [ el g

p=n+1 p=n+1 p=0

1
Enfin, puisque w > 0 et comme V¢ € [0, 1],0 < % < %, on peut conclure : [S Enl < 2n+1 j; 1(+2 dt = 27;11 ]




Partie Il : Transformée d’Euler

6a. La série > (—1)"u, converge, donc lim wu, =0 et pour tout k¥ € N, lim wup4r = 0. Or, p étant fixé, le 2.a fournit :
n—-+oo n——+oo

P
o € N (8%, = 3 (1P s Do [l (87, =0
6b. La suite (r,)nen converge, donc est bornée: notons R = Sup|r,|. Soit € > 0; comme lir+n r, = 0, il existe
neN n—-+0oo
P P
Ny € N,Vn = Ny, |ry| < % Alors, pour tout p > N, comme Q%k;vl *) < 2% z_: (*) =
1 & 1 & R NS! 1 R Nt
55 2 Wkl < 25 X2 BIrel <55 2 () + 2 Z ()% w > D+35
k=0 k=0 k=0 k=N k=0
Or, N; étant fixé, la fonction p — Nil (P) est polynomiale en p (écrire (}) = p(p_l)"'(p_k+1)) donc lim £ b ) =0
) 1 ) p =, k poly p k) — k! ’ n——+oo 2P k=0 k)
Ni—1
Ainsi, il existe No € N tel que pour tout p > N, \2p 2 (z)\ < %
. 1 &
< £ P - 0.
Finalement, pour tout p > Max(Ny, Na), \ Z:: ( )rk| <e, et {ngr-{-loo 2p kz::() (k)Tk 0}
7a. Soit N € N; notons
N 0 N+1 N+1
1) ~1 1 1 1
sx = 3 (G @ru) - S @) = SR a0, - SR (0", = — SR (4,
oo
e . (=1)NAL ) N v " . . .
Le 2a. permet d’écrire (2N)7+1(AN+1U)” = (2]\,74_)1 ];::0 ("EN (=1)"**u, k. Or on vient de voir au 6a. que ngrilm Up =0
le 6b. appliqué & la suite ((—1)"u,) fournit alors lim ﬂ(ANHu) = 0; on en déduit que lim Sy =u
. n)neN NS too 2N+1 n ) N too N ns
—1)P _1)p+1 T (_1)P _1)pt1
c’est-a-dire que la série go[( 2}, (Apu)nf%(ApHu)n] converge, et LZO[ 2},) (APu),, — %(Ai’“u)n] = un}
bz =
N
7b. Notons, pour simplifier: Vn € N,w,, = (APu),. Soit N € N; notons également Uy = > (—1)"(2(APu),, + (APT1u),,)
n=0
N
= > (-1)" (2w, + (Aw),). Comme Vn € N, 2w, + (Aw),, = wp41 + Wy, on a:
n=0
N N N41 N
Uy = 3 (1) wng1 + 3 (1) "wn = 30 (=1)"twn + 3 (=1)"wn = (=1)Nwni1 + wo.
n=0 n=0 n=1 n=0
Or, p étant fixé, le 6a. montre que lim w, = 0, donc lim Uy = wg = (APu)g. Il sensuit que la série
n—-+o00 N—+oo
ns(=1)P —1)pt1 +oo ns(=1)P _
3 (1) (" (A7)~ g (89 +1u),) converge, {z{)w G (ava), - G avrin),) = SO (aru),.
8 D’ os 1 ti scédent E oot )p AP (_1);!)-‘1- Ap—i—l
a. D’apres la question précédente, pZO kzo( 1)%( (APw) 55T ( w)g)
“+ o0 n -1 P -1 p+1 “+o00 -1 n+1 n
= S Ry (G @ - St = 3 (<1 (u — S (AT ).
k=0 p=0 k=0
_1\yn+1
Comme kz>:0( 1)*uy, converge, ce qui précede montre que kz>:0 %(A"Hu)k aussi, et, d’apres 2a. :
1 = n+l4k An+l e el 1)k+p (n+1 ol n+1 Tt k
Eu= = gty £ (MO ) = gk 5SS (1) (7 s, = P8 (7)) S Dk
= = =p
+oo
8b. Posons, pour n € N*, R, = >_ (—1)*u; ; en tant que reste d'une série convergente, on a : hrJIrl R,, = 0. On peut alors
k=n n—-+o0o

/-\

n—+oo 2n+1 p n—+o00

n+1 400
appliquer le 6b.: lim 1 > ("H)Rp =0,dounaussi lim E, —S=0,ie {S = Z 2p+)1 (APu)g }
p=0




Partie Ill : Une amélioration de la méthode

L P (=1)—Pn(t)

1
9a. On a vu au 3a. que S = j; %dt, d’ott, comme P,(—1)#0:T, = Pn(lfl) j;) 7 w(t)dt
P N 10)) I SR N 51 ()
=5 [, o= aFpw(t) dt, et {S .= | o () dr.
1
9b. w étant positive, M, = Sup |P,(t S—T, <M, w(t) At — SMn
 Ctant positive, pour Mn = Sup [Fa(0)] on & [' <M fy i = m

Remarque: 1l faut ne pas lire ces questions pour ne pas y répondre; les deux questions suivantes satisfont d’ailleurs la
méme condition nécessaire.

10. Ici, immédiatement: P,(—1) =2" et M,, =1, d’ou |S —T,| < -

11. Ici P,(—1) = 3", et comme V¢ € [0,1],-1 < 1—2t < 1et 1 est atteint pour t =0: M, =1, et IS — T, < 3%
2n

12a. Développons, pour n € Net t € R : cos(2nt) = Re[exp(2int)] = Re[(cos(t)+isin(t)]*” = Re > (*")(isin(t))*(cos(t))?"*
k=0

= 120 (31 (—1)!sin® (¢) cos? 2L (t) = l;)(—l)n@?) sin?! (¢) (sin?(t) — 1)" L.

Définissons donc PoX)=(-D)"3> () XX - 1)"‘1.}

=0

n
e P, est un polynéme de degré a priori < n, et comme le coefficient en X™ vaut (—1)" l;] (31) # 0 (car VI;n[0,n](3}) > 0),

on a bien deg P, = n.

e [En outre, par définition et d’apres les calculs précédents: V¢ € R, P, (sin®(t)) = cos(2nt) (relation notée (i4)).

e Enfin, soit @, un autre polynéme vérifiant (ii); sin?® étant surjective de R dans [0,1], les deux polynomes Q,, et P,
coincident sur la partie infinie [0, 1], donc sont égaux : d’ou I'unicité de la suite (P, )nen vérifiant la relation (ii).

12b. Par définition: P,(—1) = (—1)"1271:0 G (-Di(=2)n! = lio (M2n—t = zn:O @g)(\/i)zp (en posant p = n — [, et
= = =

compte-tenu de (3}) = (,,>"5;))- Posons a,, = P,(—1) = pz::() (32)(@)%7 et b, = :z::: (25_7_1)(\@)2p+1 ; il vient :

o antbo= 3V = (14 VD

o b= B (VR = (- VB = (VB 1P

Dot [Pn(—l) = S[(1+v2)™ + (V2 - 1)%].]

12c. sin? étant (une fois de plus) surjective de R sur [0,1]: Vz € [0,1],3t € R, P,(x) = P,(sin(t)) = cos(2nt). D’on

|M,| <1 (on a méme M, =1, atteint pour z = 0), et

25
[S - Tn‘ < [(1+\/§)2n+(\/§_1)2n] }

Partie IV: Comparaison des méthodes sur un exemple

13. Question ouverte, et intéressante; notons, pourn € N: Ry, =5 —S,,Repn =S —E,,R3, =5 —1T,.

e On peut écrire, d’apres le calcul effectué au 3a. et en posant u = ¢"*1 qui définit un C'-difféomorphisme de ]0, 1] sur

10,1]:
_ 1 (_t)TH'l _ (_1)n+1 1 u1/7L+1
Rl,n - j;) T+¢ dt = 1 \fO 1+u1/"+1 u.
o wl/nt1 : . :
Formons alors g, :]0,1] —]0,1] définie par: Vu €]0,1],g,(u) = Thal/mt T C’est une suite de fonctions continues et

1

intégrables sur |0, 1], qui converge simplement vers la fonction constante 5> et telle que V(n,u) € Nx]0,1] : |gn(u)| < 1,



1
fonction constante intégrable sur ]0,1]. Le théoreme de convergence dominée s’applique, et lirf fo gn(u)du = % D’ou
n—-+0oo
-1 n+1

1
e La méme idée peut étre appliquée & Ry, = f (ﬁ)”“%dt (¢f. 5b.). On a, en posant v = (1 — )"t (Cl-
difféomorphisme de [0, 1] sur ]0,1]):

_ 1 1 1/n+1
R27TL - (n+1)2n+1 j;) 2—1}1/”+1 dU.
1/n+1
On forme, de méme, h, :]0,1] —]0,1] définie par Vv €]0, 1], h,(v) = ot/ : (hp) est une suite de fonctions continues
2_pl/n+1
intégrables sur ]0, 1], qui converge simplement vers 1, et telle que ¥(n,v) € Nx]|0, 1], |h,(v)] < 1. D’apres le théoreme de
1
s _ _q_ ~ 1
convergence dominée : ngr}rloo 0 hp(v)dv =1, et donc [Rgm =S—-F, o ]
n+1
e Comme0<+v2-1<1<+v24+1,0ona lim (V2-1)*"=0et lim (V24+1)*" = +00; deplus: lim P —
n—-+oo n—+o00 n—-+oo (ﬂ + 1)277.

Il s’ensuit, en utilisant 12c. et ce qui précede, que
5 =Tl S [arvaE (Va2 [(ve)

{(Tn) converge donc plus rapidement que (S,) ou (En).]

57 = o(S — Ey).

e Reste & obtenir un équivalent de S — T}, ; pour ce faire, on écrit, en posant ¢t = sin? u (C'-difféomorphisme de ]0, %[ sur
10, 1)), puis v = 2u:

1 2 2cos(2nu) sin(w) cos(u % ,cos(2nu) sin(2u ™ cos(nv) sin(v
Pn(—l)(S B Tn) - 0 ]?f? dt = j;) : (21+)sin2gu; = du = j;) : i(’>2—co)s(2u()2 ! du = fo 3(—cgs(u)( )dv.

On forme enfin F : [0,7] — R définie par: Vv € [0,7], F(v) =

intégration par parties, Vn > 1:

S g st 0 sur [0, 7], et, en effectuant une triple
3—cos(v)

” _ sin(no)F(v) 1z (7 sin(no)F'(v) , 7 sin(no)F'(v) 5 jcos(no)F'(v) 1 [T cos(nv)F"(v) o

j;) cos(nv) F(v)dv = [=——"—-]F f(; ———dv = fo - dv = | 2 18 fo — gz —dv =
F’ x T gj F(3)
[COS(HZ% (v)]o +f0 sm(m}7)13 (v)dv.
n / / n
Cependant Vv € [0,7] : F'(v) = éi()cs(f:()v_);?, et [Cos(n:}l%F (U)]g — (=1 Fr(;?r)—F ©) _ 724—4&;21) . En outre, en notant
T g (3) 1\
My = Swp [FO),onal [ sin(m)lT7(0) gy < T = oD,
ve|0,m

0 o p (2D 24 (=D

d’otlt finalement S—-T, P,(-1) 2 2 (VIr )P
n

Pour toute remarque ou suggestion concernant ce corrigé, contacter denis.favennec@prepas.oryg.



