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DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit d € N* un entier strictement positif.

e On dit qu'une partie A d’un espace vectoriel normé est relativement compacte si elle est
incluse dans un compact.

e Sur R? on notera {.,.) le produit scalaire usuel, défini par (z,y) = Z?zl Z;1; pour tous
x = (x1,--+,2q) et y = (y1, - ,yq). On notera également | || la norme associée a ce

produit scalaire.

e Pour K < R" un compact, on note C'(K, ]Rd) I’espace vectoriel des fonctions continues de

K dans RY que 1'on munit de la norme | f]o = sup,ex [ f(2)].

e On dit quune partie A de C(K,R?) est équicontinue en z € K si :
Ve > 0,3r > 0, tel que Vf € A,Vy € B(z,r),||f(z) — f(y)| <e

ou B(xz,r) désigne la boule ouverte de R™ centrée en z et de rayon r.

On dit que A est équicontinue si elle est équicontinue en tout point x € K.

On s’intéresse dans tout le sujet au probléme de Cauchy suivant :
{y%t) = F(y(t))
y(0) = Yinit
avec F une fonction sur  un ouvert de R% a valeurs dans R? et Yinit € €.

On dit que ce probléme de Cauchy admet une solution si il existe 1" €]0, +o0] et une fonction
¢ : [0, T[— R? dérivable telle que ¢(0) = yinit, #([0,T[) = Q et vérifiant ¢/ (t) = F(¢(t)) pour
tout ¢ € [0,T[. On dit que (¢,T) est une solution du probléme de Cauchy.

On dira que (¢, T) est une solution maximale du probléme de Cauchy (1), si (¢,T) est une
solution et §’il n’existe pas de solution (¢, T") qui vérifie T < T" et Vt € [0,T[, ¥ (t) = ¢(t). Si
T = +o0 on dira que ¢ est une solution globale.

Dans tout le sujet on admet que toute solution peut-étre prolongée en solution maxi-

male.

Les parties I et II sont indépendantes, la partie IV est indépendante des autres parties.
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I - PREMIERS EXEMPLES

Dans cette partie, on admet que toutes les équations proposées admettent une unique solution
et que celle-ci est globale. De plus on considére uniquement le cas d = 1. Soient a,0 > 0 et

0 < Yinit < 0.

1. On considére le probléme de Cauchy associé & Fy définie par :

vy el0, 4o, Foly) = ayln (2) .

On note ¢g la solution de ce probléme sur [0, +oo].
(a) Montrer qu’il existe € > 0 tel que pour tout ¢ €]0,¢] on a yinit < ¢o(t) < 6.
(b) En considérant la fonction zo(t) = In(¢o(t)/0) trouver 'expression de ¢y.

(¢) En déduire que ¢ vérifie yinir < ¢o(t) < 6 pour tout t €]0, +oo[ et que de plus ¢ est

strictement croissante.

2. Pour 0 < p < 1, on considere F), définie par :

Wy €l0, +oof,  Fu(y) = %y (1 _ (%)“) .

En considérant la fonction z,(t) = ¢,(t)™* trouver l'expression de la solution ¢, sur
[0, +00[ associée a F),.
3. (a) Montrer que F), converge simplement vers Fy lorsque £ tend vers 0.

(b) Montrer que ¢, converge simplement vers ¢g lorsque p tend vers 0.
IT - UN THEOREME DE COMPACITE

Dans cette section, on considére K un compact de R. On rappelle que l'espace vectoriel

C(K,R%) est muni de la norme | ||.

1. Soit k > 0 et B I’ensemble des fonctions de K dans R? qui sont k—lipschitziennes. Montrer

que B est équicontinue.

Soit A une partie de C'(K,R?). On cherche & montrer dans la suite de cette partie le théoréme
suivant :

Théoréeme 1 : Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
— (P1) A est relativement compacte.

— (P2) A est équicontinue et pour tout x € K, l'ensemble A(x) = {f(z) | f € A} est borné.
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2. Montrer qu’une partie A ¢ C(K, ]Rd) est relativement compacte si et seulement si toute
suite (fn)nen € AN admet une sous-suite qui converge uniformément vers une limite f €
C(K,R%).

3. En raisonnant par l’absurde, montrer que si A est relativement compacte alors A est
équicontinue.

4. Montrer que (P1) = (P2).

On suppose maintenant que A vérifie (P2). On considére (fy,)nen une suite d’éléments de A.

5. Soit (zp)p=0 une suite d’éléments de K.

(a) Montrer qu'il existe une suite (¢p)pen de fonctions strictement croissantes de N dans
N telle que pour tout p > 0, fy, (n)(zp) converge lorsque n tend vers l'infini avec
Yo = o et PYp = Pp_1 0@, pour p = 1.

(b) Montrer que pour tout p = 0, fy, (n)(7p) converge lorsque n tend vers I'infini.

6. (a) Montrer que l'on peut extraire de la suite (f,)neny une sous-suite qui converge sim-

plement sur Q n K. On notera (g, )nen cette extraction.

(b) Pour z € K, montrer que (g,(x))nen admet une unique valeur d’adhérence notée g(x)

et conclure sur la convergence simple de la suite (g, )nen sur K vers g.
7. (a) Montrer que g est continue sur K.

(b) Montrer que la suite (gp)nen converge uniformément vers g sur K. (Indication : on

pourra raisonner par 'absurde.)

(c) En déduire que (P2) = (P1).
III - EXISTENCE DE SOLUTIONS

On considére dans cette partie que la fonction F' est continue et y;pir € 2. Pour tout r = 0,

on note B, la boule fermée de centre y;,;; et de rayon r.

1. Montrer que ’on peut choisir 7 > 0 et T > 0 tels que B, < et tels que pour tout N € N*|
on puisse définir par récurrence, en posant At = %, une suite (yn)o<n<ny & valeurs dans

B, telle que :
Yo = Yinits Yn+1l = Yn + AtF(y,),¥n e {0,--- ,N —1}.

2. Montrer alors que I’on peut construire une unique fonction ¢ continue sur [0, T'], affine sur
chaque intervalle [nAt, (n + 1)At] pour tout n € {0,--- , N —1} et telle que ¢ (nAt) =y,

pour tout n € {0, -+, N}.
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3. Montrer, a I’aide du Théoréme 1, qu’il existe une sous-suite de ¢ qui converge uniformé-

ment sur [0, 7] vers une fonction continue ¢.
4. Montrer que I'on peut définir une suite de fonctions en escalier ¢y : [0,T] — R? telle que

YN (t) = ¢on(t) pour t € {nAt | ne{0,---,N}} et telle que :
t
VN € N*, on(t) = Yinit + L F(¢n(s))ds pour tout t € [0,T].
On précisera I'expression des fonctions ¢y .
5. En déduire qu’il existe une sous-suite de ¥y qui converge uniformément sur [0,7] et
préciser sa limite.
6. Montrer que (¢,T) est solution du probléme de Cauchy (1) et en déduire le théoréme
suivant :
Théoréme 2 : Si F' est une fonction continue, alors il existe au moins une solution du
probléeme de Cauchy (1).
7. On consideére le cas particulier pour d = 1 donné pour tout y € R par F(y) = 3|y|? et

Yinit = 0. Montrer que ce probléme de Cauchy admet une infinité de solutions globales.
IV - INCLUSIONS DIFFERENTIELLES

On s’intéresse maintenant a une extension du probléme de Cauchy (1). On considére cette fois
F : R — P.(R?) a valeurs dans I'ensemble P.(R) des parties compactes de R?. On considére
alors le probléme d’inclusion différentielle défini par :

{y'u) e Fly(t))

Y(0) = Yinit - @

On s’intéresse aux solutions de ce probléme qui sont continues et C'' par morceaux. Pour T €
10, +00], on dira que (¢, T') est une solution de (2) si il existe Ne N* et 0 =ty <--- <ty =T
tels que :
(i) ¢ est continue sur [0, 7.
(ii) Pour tout i € {0, , N — 1}, ¢ soit C! sur Jt;,t;41[ et ¢’ admette une limite & droite en
t; et si ¢ # 0 une limite a gauche en ¢;.
(iii) Pour tout i € {0,---,N — 1} et tout t €]t;, t;is1[, on a ¢'(t) € F(H(t)).

(iv) Pour tout i € {0,--- , N — 1}, lim ¢'(t) € F(¢(t;)) et sii # 0, lim ¢'(t) € F(o(t;)).

t—t t—t;

(v) #(0) = Yinit-
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On utilisera comme dans le cas du probléme (1) les notions de solutions maximales et globales.

1. Montrer que si pour tout compact K < R%, il existe Cx > 0 telle que F vérifie :
v,y € K, Yo, € F(x), Yoy € F(y),  (vp = vy, = y) < Cklle — y? (3)

alors, le probléme (2) admet au plus une solution maximale. (Indication : On pourra

regarder | X (t) — Y (t)|? pour X etY deux solutions)

Dans toute la suite, on considére le probléeme d’inclusion différentielle donné par d = 2 et

F : R? — P.(R?) définie pour tout = (x1,z2) € R? par :

{v7} sizg <0
Flz) =< {v*} sizy >0,
[v], v ] x [vg, 05 ] sizy =0
ot v = (v],vy) e RZ et v = (v],v5) € R? avec v] = v] et vy = vy .

2. On pose v~ = (1,2) et v = (—1,2).
(a) Montrer que F vérifie la condition (3).
(b) On choisit y;ni = (0,0). Trouver toutes les solutions maximales du probléme (2).
(¢) On choisit yinit = (1,0). Trouver toutes les solutions maximales du probléme (2).
3. On pose v~ = (0,1) et v = (1,1).
(a) Montrer que F ne vérifie pas la condition (3).
(b) On choisit yinir = (1,0). Trouver toutes les solutions maximales du probléme (2).

(¢) On choisit yinit = (0,0). Trouver toutes les solutions maximales du probléme (2).
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ENS Maths C 2023 MP

un corrigé

Vous pouvez, pour me signaler toute erreur de ma part ou bien me faire part d’une maniére plus simple de traiter une
certaine question, me contacter par mail a l'adresse : toky7hansen2004@gmail. com.

Partie I — Premiers exemples

1.

(a)

Par hypothese, ¢g est solution globale du probléme de Cauchy associé & Fy. En particulier, Fy(¢o(t)) devant
exister pour tout ¢t > 0, on a ¢g > 0 sur [0, +00[ ainsi que :

$0(0) = Yinit , (i)
V20, 65(0) = Flon(t) = avn)n (S ) (i)

Puisque ¢g est dérivable donc continue sur [0, +o00[, il existe 1 > 0 tel que V¢ € [0,&4], |¢0(t) — ¢0(0)| <
0—Yinit
2 )

quantité strictement positive. Ainsi,

0 — Yinit
2

D’autre part, (ii) montre, Fy étant continue par opérations usuelles sur des fonctions usuelles, que ¢g est

y,("vt) > 0 (car 0 < yinit < 0 et a > 0), il

Vi 6}0751]7 ¢O(t) < ¢0(0) + < Yinit + (9 - yinit) =0

de classe C! sur [0, +oo[. Ainsi, étant donné que ¢'(0) = ayini; In (
existe g5 > 0 tel que Vi € [0, e2], ¢((t) > 0. Alors,

Vt €]0,e2],  ¢o(t) = ¢o(0) +/0 Po(u) du = Yinit +/0 do(u) du > Yinis

puisque ¢ > 0 et par positivité stricte de l'intégrale. En posant alors € := min (e1,£2), on a bien V¢ €
10, €], Yinit < Po(t) < 6.

On a justifié a la question précédente la stricte positivité de ¢g sur [0, +o0], ce qui nous permet de considérer
la fonction :
20 1|0, 0] — R

t — In <¢O(t))

0

qui est de classe C! sur [0, +-o00[ par composition. Alors :
ViE>0, ¢o(t) =0 et ¢f(t) = Ozh(t)e™®
donc puisque ¢ est solution de (1), on a pour tout ¢t > 0 :

024(t)e™®) = Fo(do(t)) = afe®® In(e™*0®)) = —afhzy(t)e*0®
soit  z((t) = —azo(t)

D’ou Yt € [0, 400, 20(t) = z0(0)e™ = In(¥5%)e=" et :

—at

onft) = vexp (e U ) = ()

On a alors :

/ __ —at Yinit | —at 1. Yinit __ Yinit —at [ Yinit ¢
do(t) = —ae ln<9 > Hexp(e 1n—9 > a91n( 7 )e < 7 > >0

puisque a,0 > 0 et 0 < yinie < 0, i.e. In(%5*) < 0. De plus :

$0(0) = Yinit
lim ¢o(t) =60 d’apres son expression établie en b)
t—+oo

@0 est donc continue et strictement croissante sur [0, +o0ol, donc par le théoréme de la bijection et d’apres les
limites ci-dessus, elle est bijective de [0, +o00[ sur [yinit, 0. En particulier, V¢ > 0, yinit = ¢0(0) < ¢o(t) < 6.
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2. Soit ¢, la solution de (1) associée & F), sur [0, +oo[ (dont on admet encore une fois qu’elle existe, et donc qu’elle
est positive dans le cas 0 < p < 1, ce qui justifie la suite). On pose :

Zy 1 |[0,400] — R

t— Pu(t)™H
Comme précédemment, z,, € C1([0, +00[, R) et :
_ 1 _i_
Vt>0, ¢ut)=z,(t)"/" donc ¢ (t) = —;zu(t) Wl ()

D’ou, pour tout ¢t > 0,

1 1y, a 1/ Z, ()R !
—_— Tu = — A — P o A
L) a0 = a7 (1 (25

1 a

soit  z,,(t) = —az,(t) (1 — W) = —az,(t) + m

Cette équation différentielle admet entre autres t — 1/0* comme solution particuliére constante, donc par linéarité,
on obtient l'existence de C' € R telle que l'on ait Vit > 0, z,(t) = Ce™* + 1/6*. Or, 2,(0) = C + 1/0* = y. ki,
donc C =y, li — 07+ et :

_ . —1/n (o
= ¢u<t>((ymﬁzw)ea+w) Y Py G

—1/u

3. (a) Soit y €]0,+o0[. Pour tout u €]0,1],

a N a O\ 1 — erIn(0/y) 0
F.(y)=-y|1- 4 =—y (1 - e‘““(y/e)> =ayln |- )| —— —ayln | - | = Fy(y)
H 0 H Y uln (%) pn=0 Yy

e'—1

car ~ 1et pln(%) — 0. Ainsi, F}, converge simplement vers Fy lorsque p — 0.
1

uU—r

(b) Soit ¢ € [0,400[. On a, d’apres la question 2. :

1 A
(ﬁu(t)zeexp —;hl 1+€ T—l
init

Or,
0" ! o :
——In[14e o ~ e 5 -1 car ———1-—0
H Yinit =0 Yinit Yimit o
N —le_at (epln(e/yinit) _ 1)
1
1 o b
() () o
L Yinit Yinit / #=0
—at Yinit
~ 1 —
e n( 0 >
On a donc :

—at

llliirb ¢u(t) =0exp (e‘at In (y‘;lt)> = (y1;1t> = ¢o(t)

ce qui donne la convergence simple de ¢, vers ¢o quand p — 0.

Partie II - Un théoréeme de compacité

1. Soit € > 0 ; prenons r = £. Alors, pour toute fonction f € B et tout x € K, on a :
Vye B(z,r), |[|fz)-f@)|| <klz—yl<kr=e

On en déduit que B est bien équicontinue.
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2. (=) : Supposons A C C(K,R?) relativement compacte : il existe K C C(K,R?) un compact tel que A C K. Alors,
pour toute suite (f,)nen € AV, on a en particulier (f,)nen € KN donc par compacité de K dans (C(K,R?), || - [|«),
il existe une extractrice ¢ : N — N et f € K C C(K,R?) telles que :

n—-+4oo
donc (fy)nen admet bien une sous-suite qui converge uniformément vers une limite f € C(K,R?).

(<=) : Supposons, réciproquement, que toute suite d’éléments de A admette une sous-suite convergente dans

C(K,R?) pour || - [|so- Montrons que A, Padhérence de A, est compacte.

Soit (gn)nNen € A par définition, pour tout N € N, il existe ( ,(LN)) € AN telle que lim Hf(N) —gnllee = 0.
neN n—+oo "

Alors :

1
VNeN, Iny eN/ [[fN) — gnlloo < o

n

Puisque (fr(LJ]\V[)) € AN, on peut trouver ¢ : N — N une extractrice et h € C(K,R?) telles que :

NeN

; (p(N)) _
NLHEOO ||f¢(N) - h”oo =0

Il nous suffit de vérifier que (990( N)) Nen converge aussi uniformément vers h, pour en conclure que (gn)nen

admet une valeur d’adhérence (qui est bien dans A en tant que limite de ( f (e ()

o(N) )NGN). Or, c’est le cas puisque

pour N € N, on a :

1
N N N
ng(N) - h”oo < ||9¢(N) - fsa( ) ||oo + HJW( ) — h”oo < 2¢(N) + ||Jw( ) — hHoo N—>—+> 0

Te(N) Te(N) Mp(N) 0o

puisque, ¢ étant strictement croissante, ¢(N) > N pour tout N € N.
Donc, A est compacte et puisque A C A, A est relativement compacte.

3. Montrons le résultat demandé par contraposée. On suppose donc A non équicontinue, ainsi :
Jzo € K, Jeg >0telsque: Vr>0, 3feAdetye B(xo,r)/ |f(zo)— fW)| > €0

Fixons de tels g € K et ¢g > 0. En appliquant la propostion précédente a r = 2% pour tout n € N, on obtient
(fa)nen € AN et (yn)nen telles que :

Vi N, yu € Bla5r) et lfaleo) — falva)l >0 ()

Supposons par 'absurde qu’il existe ¢ : N — N une extractrice pour laquelle ( f&ﬁ(n))n
| llso, de limite une certaine fonction f € C(K,R?) (ii). Alors, pour n € N,

Par I'hypothese (ii), il existe Ny € N tel que Vn > N1, || fom) — flleo < 2.

eN est convergente pour

=3
De plus, f étant contiue en zo, il existe 1 > 0 tel que Vy € B(xo,7), [|f(z0) = f(y)|| < % Or, puisque (57),
converge vers 0 il existe Ny € N tel que Vn > Ny, 5oy < 57 < 1 et donc yy(n) € B(wo, 5767) C B(xo, ).
Alors,
€o | €o
Vn2>N:= maX(vaNQ)v ”fgo(n)(xO) = ftp(n)(yw(n))H < 2? =+ ? = €0

ce qui contredit (i).
On a donc exhibé une suite (fy,)nen dont on a montré qu’elle n’admet aucune sous-suite convergente dans
C(K,R%), ce qui montre, compte tenu de la question précédente, que A n’est pas relativement compacte.

4. Soit A C C(K,R%) vérifiant (P1), c’est-a-dire relativement compacte. D’aprés la question précédente, A est
équicontinue ; il reste & montrer que pour tout z € K, A(x) = {f(x)| f € A} et borné.
Counsidérons donc z € K et supposons par ’absurde que A(x) est non borné. Alors, pour tout n € N, il existe
fn € A telle que || fr(2)]] > n. Par la caractérisation de la compacité relative établie en question 2, et puisque A
est relativement compacte, il existe ¢ une extractrice telle que ( fw(n))n oy converge uniformément dans C(K, R?).
En notant f la limite uniforme, on a alors :

VneN, |[[fomlloc < Ifom) = Flloo + [ flloo

avec (|| fo(n) — fHoo)nEN tendant vers 0, donc bornée.
Ainsi, (| fo(nlloo),, o €st également bornée. Or, on a également :

I fomlloo = 1 fomy @)l = @(n) >n — +oo

n—-+o0o



cpge-paradise.com

5.

ce qui fournit une contradiction : A(x) est donc borné, donc vérifie finalement (P2).
Conclusion : on a bien (P1) = (P2).

(a)

Construisons par récurrence une suite d’extractrices (¢p)pen € (NV)N telle que Vp > 0, (foo--0p, (n) (Zp))
converge.

- On a (fn(20))nen € A(zo)N. Or, A(x() étant borné par hypotheése puisque A vérifie (P2), il existe 7 > 0 tel
que A(x) C B(0,7), qui est une partie fermée et bornée de R?, donc compacte comme on est en dimension

neN

finie. Ainsi, (fn(20))nen € B(0,7) admet une valeur d’adhérence, i.e. il existe ¢y : N — N telle que
(f%(n) (mo))neN converge.

- Supposons la suite (¢p) construite jusqu’au rang ¢ € N. En notant ¢4 := ¢go--- 0 ¢q, (f%(n) (1’q+1))neN
est une suite d’élements de A(z,11) qui est borné, donc par le méme argument qu’au-dessus, il existe
@g+1 * N = N strictement croissante telle que (fyp, 00,1 (n) (ﬁrq+1))n€N converge. On a donc construit le
terme suivant.

En notant posant alors :

Yo = wo
Vp2>1, Yp=1vp_10p,

on a bien le résultat voulu.

Soit p € N. On pose :
Xp:|N — N

n sin<p
n .
Opr10---0pn(n) sin>p

Montrons que c’est bien une extractrice, c’est-a-dire qu’elle est strictement croissante. Elle I’est sur [0, p]
puisqu’elle y coincide avec Idy, ainsi que sur [p + 1, 4o00[ : en effet, chaque ¢ étant strictement croissante,
donc toute composée de ces fonctions également, on a

Vn>p+1, Xxp(n+1)=¢pr10-0pn0opnii(n+1)
> gpr10rop(n+1)  cargup(n+1) >+
> @p+10 700 pp(n)
= Xp(n)
Enfin, xp(p+1) = @pr1(p+1) = p+1>p=x,(p).

On peut donc considérer la suite extraite ( proxp(n)(acp))
la question précédente. Or,

nen de lasuite (fy, () (zp)), convergente d’apres

Vn Z p + 1’ fl/’po(Xp(n) (Ip) = f‘POO"‘OSOpo‘PPJrl°“'°‘Pn(") (IP) = fwn(”)(xp)

Puisque (f%oxp(n) (xp))neN converge en tant que sous-suite d’une suite convergente, (fy,, (n)(Zp))nen aussi.

QN K C Q est dénombrable donc I'on peut considérer 6§ : N — QN K une bijection de N sur QN K ainsi que
(zp)pen = (0(p))pen € K, de sorte qu'en conservant les notations de la question 5.(b), (fy, (n)(zp))
admette pour tout p € N une limite que 'on note f(p). Ainsi,

) L _ rip—1
VyeQNK, i Jonm(y) = Jm Jonm)(To-1¢)) = f(07 " (2))

neN

ce qui montre que 'extraction (gn)nen := (fy,, (1))nen converge simplement sur Q N K.

Si z € QN K, la question précédente montre que la suite (g, (x))nen converge vers un vecteur g(z) € R9,
qui est alors son unique valeur d’adhérence. Traitons maintenant le cas o x € (R\Q) N K.

On a, puisque la suite (f,,)nen initialement considérée est une suite d’éléments de A, (g, (z))neny € A(2)Y,
donc c’est une suite bornée dans l’espace de dimension finie R%. Comme déja précisé en 5.(a), elle admet
alors une valeur d’adhérence ¢ € R? associée & une extractrice ¢ : N — N, d’oti l'existence.

Pour 1'unicité, supposons que ¢ € R? soit une autre valeur d’adhérence de (g, ())nen et notons 1 : N — N
une extractrice correspondante. Montrons que £/ = ¢ : soit € > 0.

Comme A est équicontinue, en particulier équicontinue en x, il existe r > 0 tel que V f € A,Vy € B(x,r)NK,
[f(z) = f(y)|| < §. Par densité de QN K dans K, il existe yo € QN K tel que v —yo| <7, i.e. yo € B(xz,r).
D’autre part, comme yo € QN K, ¢, (vo) n:)m 9(yo) et il en est de méme pour ses suites extraites, d’ou :

N, € N/ Vn > Ny, ”gcp(n)(yO) _g(yO)H <

IN; €N/ Vn>Na, o gy (mo) — 9(yo)ll

IA
PNINOR NN O)
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On a alors, pour tout n > N = max(Ny, Na),

19o(n) () = Gyn) (@) | < N gp(n) (%) = Gpn) (Yol + 19o(n) (W0) — g(yo) |l

+ 19(%0) = gpn) W)l + 196(n) (¥0) = Gy (@) |
e € € €

§Z+Z+Z+Z Cargw(n)vgw(n)GAetyOGB(xvr)mK
€

IA

Ainsi, ngrfoo Go(n) (T) = Gy(n) () =L — €' =0, soit £/ = {.

Donc, pour tout z € K, (gn(z))nen admet une unique valeur d’adhérence g(z) ; comme c’est une suite
d’éléments de A(z), donc bornée i.e. a valeurs dans un compact, et qu’elle a une unique valeur d’adhérence,
elle converge vers cette valeur d’adhérence. D’ou la convergence simple de (g, )nen vers g sur K.

Soit a € K, montrons que g est continue en a. Pour x € K et n € N,

lg(@) = g(a)ll < llg(z) = gn ()] + [lgn(x) = gn(a)l| + llgn(a) = g(a)]]

Soit € > 0.

Comme A est équicontinue en a, il existe r > 0 tel que Vo € B(a,r), Vn € N, [|gn(z) — gn(a)|| < § (puisque
gn € A). D’autre part, la convergence simple de (g, )nen vers g sur K donne lexistence, pour tout z € K,
d’un rang N, € N a partir duquel |[g(z) — gn ()| < §.

Ainsi, pour tout x € K vérifiant |z — a| < r, en notant N, := max(N,, N,),

lg(z) = g(a)ll < llg(x) = g5 @)+ llg5 (=) — 95 ()] + llgg, (@) = g(a)]

<f4c
-3 3 3

ce qui montre la continuité de g en a, ceci pour tout a € K. g est alors continue sur K.

Supposons par I’absurde que la convergence de (g, )nen n’est pas uniforme. Alors, il existe eg > 0 tel que :
VNeN In>Netze K/ |gn(z)—gl@)| > eo

Cela permet de construire une suite d’indices (ny)nen que I'on peut prendre strictement croissante (quitte a
considérer, (ny)o<n<n, étant construite, ny,+1 > N := max(No+1,ny, +1) dans la proposition ci-dessus),
ainsi qu'une suite (zx5)nyeny € K telles que :

VN eN, |gny(zn)—glan)|| >eo (i)

Comme () nen est une suite d’éléments d’un compact, elle admet une suite extraite (zg(y)) ven convergente
dans K, dont on note ¢ € K la limite. On a alors :

YN EN,  |gngn, (Zon)) = 9(@o)l < Ngnoc, (o) = Gnginy O+ 1 gnoe, (€) = 9Ol + [[9 () = g(zov) |

Puisque A est équicontinue en ¢, il existe r > 0 tel que Vn € N, Vy € B((, 1)K, [|gng(n, (Y) = Gngony (O < 5
et puisque xg(n) —+> ¢, il existe N1 € N tel que VN > Ny, |zgn) — £ < 7.
n—-—+0o0

Ensuite, puisque (gne(N))NeN converge simplement vers g sur K (car pour tout z € K, (gne(m (:L‘))NGN est
une suite extraite de (gn(z))nen et que celle-ci tend vers g(z)), il existe un rang Ny € N tel que VN > No,
[9rgc) (€) = 9O < .
Enfin, par continuité de g,
lg(zon)) — 9O < -

)

D’ou :

lim g(zgny) = g(£) donc on peut trouver N3 € N & partir duquel I'on a
N —+oc0

€o , €0 €0
et =

VN > maX(N17N27N3)7 ||gn9(N)(‘T6(N)) _g(xé‘(N))H < 3 3 3

€0

ce qui contredit (i).
On en déduit que (g, )nen converge uniformément vers g sur K.

Les questions précédentes montrent ainsi que si A C C(K, R?) vérifie (P2), c’est-a-dire est équicontinue et
telle que A(z) est bornée pour tout = € K, alors de toute suite (f,,)nen € AY, on peut exhiber une sous-suite
(gn)nen comme au-dessus qui converge uniformément (7.(b)) vers une fonction g qui est continue sur K
(7.(a)). D’apres la question 2., cela équivaut exactement a dire que A est relativement compacte, ce qui
acheve de montrer I'implication (P2) = (P1).
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Partie III - Existence de solutions

1. Q étant un ouvert de R? contenant Yinit, il existe 7 > 0 tel que B, = B(Yinit, ) C £
D’autre part, F' est continue sur {2 par hypothese, donc sur B,., et comme celui-ci est un compact en tant que
fermé borné en dimension finie, F(B,.) est aussi compact dans RY. En particulier, cet ensemble est borné, ce qui
assure ’existence d’'un réel M > 0 tel que :

Vye B, [F(y|<M

I

Prenons alors T > 0 de sorte que T' < R
Montrons par récurrence finie sur n € [0, N] la propriété :

(ce qui est possible car r, M > 0 donc 7 aussi). Soit N € N*.

Yo = Yinit »

P(n) : “on peut définir (yx o1 € BTl vérifiant -
" b (Wilvetont € B/ Vk e [0,n—1], yrs1 = yx + ALF (yy)

- Pour avoir P(0), il suffit de poser yo = yinit € Bo = Bo.r/n, la seconde propriété étant alors triviale.
- Soit n € [0, N — 1] ; on suppose P(n). Alors, en notant (yx)refo,n] € B;’;%V la suite considérée, on peut poser,

puisque ¥, € By, /v C By C 8, yny1 i= yYn + AtF(yy,). Alors :

lYn+1 — Yinit |l < |Un+1 — Ynll + [|Yn — Yinit|

nr
< At||F(yn —
< AUIF(all + 5
T
SNMJr% car y, € B,
S%Jrn—]\: par choix de T'
<(n—|—1)r
- N

c’est-a-dire yn11 € B(41)r/n, €t on a toujours Vi € [0,n], yx € Bpryn C Bns1)r/n €t Yry1 = yr + ALF (yr),
ainsi que yo = Yinit- On obtient donc P(n + 1).
En particullier, d’apres P(N),

3 (Yn)n € BNt Yo = Yinie ceci pour tout N € N*
(o) <l ' / Vn e [[O,’I”L - 1]]3 Ynt1 = Yn + ALF(yy) P

On a donc bien pu choisir r > 0 et T' > 0 convenables.

2. Soit N € N*. On définit la fonction ¢ : [0,7] — R telle que :

Vne[0,N 1], Vi € At (n+ DAL, én(t) = (t —nA)TE_I 1y,
on(NAL) = on(T) = yn

Vérifions que cette fonction répond au probleme :
— Elle est bien affine sur chaque [nAt, (n+1)At] : en effet, pour n € [0, N — 1], elle est sur [nAt, (n+ 1) At[ et son
expression sur cet intervalle est prolongée prolongée par ¢n ((n+1)At) = ypy1 = L5 ((n+ 1) At — nAt) +y,
(i).

-1

N
— Elle est ainsi continue sur chaque [nAt, (n + 1)At] (car affine), donc sur U [nAt, (n 4+ 1)At] = [0,T].

— 1l est clair d’aprés I'expression de ¢ que pour tout n € [0, N], dn(nAt) :nyn.
Vérifions ensuite qu’elle est unique. Si ¢y est une autre telle fonction, alors pour tout n € [0, N — 1], il existe
a, B € R tels que :

Vit e [nAt, (n+ 1)At], Yn(t)=ta+p

avec :

YN (nAt) =nAta+ 8=y, (i)
Un((n+1)AL) = (n+ 1)Ata+ = ypqq (i)

nAt 1
n+1)At 1
conviennent (d’aprés son expression pour (ii), et d’apreés (i) pour (iii)), on en déduit que ¢y et Y coincident
sur [nAt, (n + 1)At] (on peut, pour s’en convaincre, se ramener au cas connu de plusieurs systémes linéaires &
inconnues réelles en décomposant o et 8 dans la base canonique de R?.

Donc, ¥y = ¢y sur [0, 7], d’ott I"unicité.

donc puisque le déterminant de ce systeme est ‘ ( = —At # 0 et que les coeflicients pour ¢n
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3. Montrons que A := {¢n|N € N} C C([0,T],R9) vérifie la propriété (P1), ce qui nous permettra d’utiliser le
théoréme 1 puisque [0, 7] est un compact de R.
Soit x € [0, T : il existe n € [0, N — 1] tel que x € [nAt, (n+ 1)At]. Considérons y € [0,T] et notons m un entier
de [0, N — 1] tel que y € [mA¢t, (m + 1)At]. Alors, en notant p := _ﬂ[%l%x 1 llyix1 — yi||, on distingue plusieurs
cas : =
—si m > n (en particulier, y > x),

m—1

l6w(@) = on )l < 6w w) = ox(mAD] + 37 llon((k+ DAL = on (kAD]| + |6 ((n + 1AL — on ()]
k=n-+1
m—1
< H@ — mA) P | 2 el + \ Yok — Yo — (@ — nAp) T

||ym+1 - ymH i ||yk+l - yk” ||yn+1 - yn”
< (y — mAY)————— + E (E+ 1At — kAt)y———— + (n + 1)At —2) —F——
At Wo At At

m—1
y—mAt+ > ((k+1)At — kAt) + (n+ )At -z
k=n-+1

< i(y —x) par télescopage (encore valable lorsque la somme est vide, i.e. pour m =n + 1)

—si m < n (auquel cas y < x), échanger les roles de = et y dans les calculs précédents donne :

[ (@)~ on @)l < ;@ ~v)

—sim=mn,ona:
— ||¥ntl —Yn
o) — owo)l = | 2245
Or, Vi€ [0,N — 1], lyi+1 — will = At||F(y:)|| < AtM donc 45 < M.
On a donc montré que toutes les fonctions ¢y, pour N € N* sont M-lipschitziennes. La question 1 permet alors
d’en déduire que {¢n | N € N*} est équicontinue sur [0, 7.
De plus, pour tout N € N*, on a pour tout n € [0, N — 1] et tout ¢t € [nAt, (n + 1)At],

R N e - [ R (= P
car il s’agit d’une combinaison linéaire convexe de y,,,yn+1 € B, et que les boules sont convexes.
On a done, pour tout z € [0,7], {¢n(z)| N € N*} C B,, i.e. A(x) est une partie bornée de R
A vérifie donc (P1), c’est-a-dire (P2) d’apres le théoréme 1 : on en déduit que {¢n | N € N} est relativement
compacte dans C([0,7],R%), et donc que (¢n)nen+, qui en est une suite, admet une sous-suite (Po(N))NeN
convergeant uniformément sur [0, T| vers une fonction ¢ € C([0, 7], R?).

I
II*yISEIy*wI

4. Pour N € N*, posons :
wN : [O7T] - Rd
b, JUn sit € [nAt, (n + 1)At]
YN sit=T=NAt
On a bien YN € N*, ¢ € Esc([0,T],R9) et elles sont & valeurs dans B, C €, ce qui permet de considérer les

fonctions F o ¢n. De plus, Vn € [0, N], ¥y (nAt) = y, = dn(nAt).
Il reste & vérifier la derniére propriété ; soit N € N* et ¢t € [0, 7. Il existe n € [0, N—1] tel que t € [nAt, (n+1)At].

Alors,
t n—1 . (k+1)At t
Yinit + /0 F(tbn(s)) ds = g + ;) /k o Fln()ds+ / _ Plon(s) ds

n—1

k=0
n—1

= (Yo + AtF(yo)) + Y AtF(yi) + (t — nAL) F(y,)

k=1

n—1

= (1 + AtF (1) + Y ALF(yp) + (t — nAL F(yy)
k=2
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Par récurrence, on obtient :

Yinit + /0 F(on(s))ds = .. = (o1 + F(yn_1)) + (t — nA)F(yy)
=Yn + (t - nAt)F(yn)
=(t— nAt)W +un
= on(t)

D’ou lexistence (ainsi que I'expression explicite) d’une suite de fonctions (¥ n)nyen+ telle que recherchée.

5. Notons toujours o € F(N*,N*) une extractrice telle que (¢,(n))nen- converge uniformément vers ¢ sur [0, T,

ainsi que M > 0 un majorant de || F|| sur B,. Montrons que (¢;(n))Nen- converge également uniformément vers
¢ sur [0,T].
Pour N € N* et t € [0,T, en notant n; € [0,0(N) — 1] 'unique entier tel que t € [n:At, (n; + 1)At],

[6(t) = Vo) (Ol < N6() = o) (D) + [P0 (n) () = Vo) ()]

Yn, — Yn,
< 1600) = o O + (= ey e
< 1000) = Gy Ol + s — 3l car It = meAe] <1

< ||¢ - ¢0'(N)||oo + AtM

™™
< ||¢ - ¢0'(N)||oo + m

et cela reste vrai pour ¢ = T' puisque, comme ¥,(n)(0(N)At) = ¢o(ny(0(N)AL), on a :
[6(T) = oy (D) < |S(T) = o3y (D + [|¢0(3) (1) = Yoy (D < (| = Do () [l o

Donc, [|¢ — Yon)|l < |6 — bo(n)lloo + % n_>—+>oo 0, ce qui démontre le résultat annoncé.

6. Montrons que (¢,T) est solution du probléeme de Cauchy (1).
Comme (¢5(n))nen+ converge en particulier simplement vers ¢ sur [0, 7] d’aprés la question précédente, la suite
de fonctions (F o9, (n))Nen+ converge simplement vers F' o ¢ sur [0, 7] (par composition de limites pour chaque
t € [0,T], cette derniére fonction étant bien définie puisque B, est fermée, ce qui entraine que ¢ est a valeurs
dans B, en tant que limite simple de (¢,(n))nen- et de (do(n)) Nen-)-
Soit ¢ € [0,T). Pour i € [1,d] et N € N*, on note (F o wo(N))i la i-ieme application coordonnée de F' o 9, ()
dans la base canonique de R?. Alors, pour tout i € [1,d] :
— F étant continue sur Im (v, (n)) C B, C Q, F 09,y est continue par morceaux sur [0, 7], donc (F o ’(/JO.(N))
aussi.
- ((Foq/)a( N))i) Nen- converge simplement sur [0,T] vers (Fog); (d’aprés 'équivalence entre la convergence d’une
suite d’éléments et celle des suites de coordonnées dans une base, dans un e.v.n de dimension finie).
~ On a, en notant || - [|oo,be la norme infinie dans la base canonique de R ainsi que C' > 0 une constante telle que
I loo.be < CJ - (qui existe par équivalence des normes en dimension finie) :

g

VN eN', Vuel0,t], [(Foveu)i(w)] < [IF o then)(W)lloone < ClIF 0o (u)] < CM

avec u — CM qui est intégrable sur le segment [0, ¢].
Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée,

t

lim (Fo wU(N))i(s) ds = /0 (Fodg)i(s)ds

N—+o00 Jg
puis, en notant (ey,...,eq) la base canonique de R,
t t
NN [P ds =30 ( [ (Fovem) s)ds| e
0 — \Jo
donc :
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D’autre part, Nliril do(n)(t) = ¢(t) d’apres la question 3, donc en passant a la limite dans I'égalité de la question
)

5 lorsque N — +o0,
t
P(t) = Yinit +/0 F(4(s))ds

et ce, pour tout ¢ € [0,7].
F o ¢ étant continue sur [0, 7] par composition, cela montre que ¢ € C*([0,T],R?%) avec ¢([0,7] C B, C Q et :

Vie[0,T), ¢'(t)=F(s(t)
#(0) = Yinit

(¢, T) est donc effectivement solution de (1), ce qui démontre le théoréme 2 puisque F a été supposée continue
(et quelconque) en début de partie.

7. Pour a > 0, on définit la fonction :

¢a 1| [0,400] — R
{0 site[0,0]
t—s

(t—a)® sit>a

Vérifions que pour tout o > 0, cette fonction est solution de (1) pour F :y — 3|y|?/3. On vérifie que ¢, est de
classe C! sur [0, +oo], avec :

0 sit<a
viz0, ¢l(t>:{3(to¢)2 sit>a

D’autre part, pour tout ¢ € [0,], F(da(t)) = 0 et pour ¢ € [a, 400, F(¢a(t)) = 3|(t —a)3|F = 3(t —a)?, donc on
a bien ¢, = F o ¢ sur [0, 4o0o[. Ainsi, chaque ¢, est solution globale, ce qui montre que le probléme de Cauchy
associé a F' admet bien une infinité de solutions.

Partie IV - Inclusions différentielles

1. Supposons que pour toute partie compacte K C RY, il existe Cx > 0 telle que F vérifie (3). Soient (¢,T) et
(1, T") deux solutions maximales dont on suppose, sans perte de généralité, qu’elles vérifient T' < T".
Soit a €]0, T ; montrons que ¢ et ¢ sont égales sur [0, — «]. Elles sont continues sur ce compact de R, donc
Penvoient sur un compact, de sorte que K, := ¢([0,T — a]) U([0,T — o)) est compacte.
Ainsi, il existe d’apres I'hypothese (3) C,, > 0 telle que :

V(Jﬁ,y) € Kgu v(vwvvy) € .F(l‘) X I(y)v <Uw — Uy, L — y> S ||33‘ - y”2

Soit (to,...,tn) € RNTravec 0 =tg < t1--- <ty = T — « une subdivision de [0,7 — a] ¢’ et 1)’-admissible. On
définit la fonction z, continue et C! par morceaux sur [0, T — o], et telle que (to,...,tx) soit z’-admissible (par
opérations usuelles et par bilinéarité du produit scalaire), par :

Vte[0,T —a], 2(t)=lo(t) —v@)II* = (¢ —¥)(), (6 —¥)(1)) 2 0

ce qui donne :

Vt € [07T - O‘]\{tlaz € [[Oa N]]}a Z/(t) =2 <(¢ - w)(t)a (¢ - w)/(t)>
Puisque ¢ et 1) sont solutions de (2) sur [0,T — «] et & valeurs dans K, on a pour tout ¢ € [0, N — 1] et tout
t €lti tiyal,

done  (¢'(t) — ¢'(t),6(t) — ¥(t)) < Calle(t) — (1)
soit %z’(t) < Cuz(t)

fe. e 20l (1) = 20,2(t) <0

Ainsi, pour tout t € [t;,t;11], I'intégrale ci-dessous étant définie et faussement impropre car ¢ et ', donc 2/,
admettent des limites finies & droite de t; et & gauche de ¢;41 (et sont continues sur |¢;,t;11][) :

t t
e 2Caty(t) — e 2Catiz(t;) = / e 2Ceu (2 (1) — 20, z(u)) du < / 0du =0
ts ti

soit 672C“t2(t)§€720“ti2(ti) (i)
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2.

En particlier, en I’appliquant aux ¢t = ¢;41, on a :
0< e 2taty) < - < ez (ty) < e 2%2(tg) = 2(0) = [|6(0) = Y(0)[1* = [[yinic — Yinie|® =0

donc chaque z(¢;) est nul, puis en reportant dans (i), on en déduit finalement que z est nulle, c’est-a-dire ¢ = 1,
sur [0,T — «].

Ceci étant vrai pour tout o > 0, on en déduit que ¢ = ¢ sur [0, T'[. Ensuite, de cette égalité on obtient 77 =T :
en effet, si ce n’était pas le cas, i.e. si on avait T < T”, alors (¢, T') ne serait pas maximale puisqu’on pourrait la
prolonger en (¢, T").

Conclusion : (¢,T) = (1, T") et (2) admet bien au plus une solution maximale.

(a) Soient x = (z1,22),y = (y1,v2) € R? ainsi que :

v, = (a,b) € F(x)
vy = (¢,d) € F(y)

Quitte & échanger z et y, on peut supposer z; > y;. Puisque Im F C [v],v7] x [vf,v5] = [~1,1] x {2}, on
ab=d=2eta,ce[-1,1]. Alors,

(Ve —vy, 2 —y) = ((a — ¢,b—d), (1 — Y1, 272 — Y2))
= (z1 —y1)(a—c) + (22 — y2)(b — d)
= (z1—y1)(a—c)

On distingue plusieurs cas :

—Siz <0, alors y; < 0 aussi et v, =v, =v~, donc (v; — vy, —y) =0.

—Sizy >0, alors v, = v = (=1,2) et (v, — vy, 2 —y) = (1 —y1)(—1 —¢) <0 car ¢ > —1.

—Sizy =0ety; =0, alors (v, — vy, —y) =0 car x1 = y1.

-Sizi=0ety; <0, alors vy, =v" =(1,2) et (vy —vy,z—y) =(z1 —y1)(a—1) <Ocara <1

On a donc dans tous les cas (v, —vy, z—y < 0 < |[z—y||?), donc la constante C' = 1 convient indépendamment
du compact de R? considéré. F vérifie donc (3).

La question 1 assure alors I'unicité de la solution au probléme d’inclusion différentielle (2) pour tout
Yinit € R%.

(b) Posons :
¢1: [0, +OO[ — RQ
t — (0,2)

Cette fonction est de classe C! sur [0, +oo], et vérifie :

¢)1 (0) = (070) = VYinit
V>0, ¢1(t) =(0,2) € [-1,1] x {2} = F(#(0,2)) = F(¢1(t))

donc elle est solution globale, a fortiori maximale. Puisque toute solution maximale éventuelle est unique,
@1 est Punique solution maximale du probléme (2) pour yini = (0,0).

(¢) Posons ensuite :
¢25 [0,+OO[ — R?
L [y o) sie<t
(0,2)

sit>1

¢2 est continue sur [0, +oo[ (en particulier, en 1 car (—1,2) + (1,0) = (0,2) = ¢2(1)), et de classe C* sur
[0,1] et ]1, 4+o00[ avec :

Ve [0,1], ¢h(t) = (—=1,2) € {vT} = F(ga(t))
vt > 1, ¢2()=( 2) € [-1,1] x {2} = F(¢2(1))
$2(t) , t<1( 2) € [-1,1] x {2} = F(¢2(1))
$(t) , e (0,2) € [-1,1] x {2} = F(¢2(1))

Enfin, ¢2(0) = (1,0) = yinis, ce qui montre que ¢y est solution globale du probléme (2) pour yinis = (1,0) :
c’en est donc 'unique solution maximale.

3. Remarque :onav; =0<1= vf’, ce que I’énoncé a a priori exclu dans les hypotheses sur les valeurs prises par

la fonction F. Il est donc possible qu’il y ait 1a une erreur d’énoncé ; je poursuis néanmoins la résolution de cette
question avec les vecteurs v~ = (0,1) et v = (1,1).

10
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(a)

Soit le compact K = [—1,1] x {0} de R? et ¢ €]0,1]. On pose :

{xg _ (5.0 e K Flao) = {v+} = {(1,1)}

b= (o er desorea {f(ya — (v} = {(0,1))

On a, pour tout (v ,vy.) € F(xe) X F(ye),

(0r. = vy =) = (1.1 = 0,10, (5.0) = (= 5.0) ) = (1,01 00 =

donc : ( > ,
V., — VUy.y Te — Ye €
— RN
e — ye|I? GO 2 oo 1 °°

ce qui montre qu’aucune constante C' > 0 ne permet de majorer (v, —v,, z—y) par C |z—y||? indépendamment
de (x,y) € K?, et donc que F ne vérifie pas (3).

Soit (¢, T) une solution maximale du probleme (2) pour yinix = (1,0) et (fo,...,tn) une subdivision de
[0, T] adaptée pour . On note v et 1), les applications coordonnées de ¢ dans la base canonique de R,
qui possédent donc les mémes propriétés de continuité, de dérivabilité et de finitude de limites que % sur
chaque }ti, ti+1 [

Puisque ¥(0) = yinit = (1,0) avec ¥ continue sur [0, 77, il existe € €]0,T] que 'on prend maximal, tel que
1 > 0 sur [0, e[. Plus précisément, e = min({t € [0, T[|¢1(t) = 0} U {T}), qui existe bien car 1; *({0}) est
minoré par 0 et fermé par continuité de 11, donc admet une borne inférieure qui est également son minimum.
On a dans ce cas, en notant i := max{i € [0, N — 1] |t; < e} :

vt e [0,e]\{to, - ti}, ¥ (t) € F(y(t) = {vF}
Vi€ [0,i0 — 1], limye, ¢, ¥/ (8) € F(Y(t;)) = {vT}
Vie [1,i], limy_y, icp, () € {0t}

(la troisiéme proposition étant vraie méme lorsque t;, = € et que l’on n’a pas donc pas 1(t;,) > 0, en passant
a la limite quand ¢ — ¢;  dans la premiere proposition).
1 est donc en fait C! sur [0,¢[ et 1’ y est constante égale & v+ = (1,1). De ceci et de la condition initiale,
on déduit :

vte0el, Bt =t 1)+ 1,0 =(1+68) ()

Supposons par Pabsurde que € < T. Alors, ¢1(¢) < 0 (ii) car sinon ¢ serait strictement positive sur un
voisinage de e — n,& + 1 de e contenu dans [0, T et € ne serait par conséquent pas maximal puisque 1’on
pourrait prendre € +n > ¢ a la place. Or, d’apres (i), V¢ € [0,¢[, ¢1(t) > 1 donc en passant a la limite
lorsque ¢ — € et par continuité, on devrait avoir ¢ () > 1 ce qui contredit (ii).

L’expression (i) est donc valable sur [0, T], et puisque l'on vérifie qu’elle fournit une solution globale au
probléme (2), on en déduit par maximalité de (¢, T) que T = +o0.

(2) admet donc une unique solution maximale, qui est :

¥ |0, +oo][ — R?
t — (1+1¢,1)

Notons que le fait d’avoir v{ > v; entraine que [v],v7] x [v3, v ] = 0.
Ainsi, si (2) admettait une solution maximale (¢, T) pour yinit = (0,0), alors  lim 01// (t) existerait et

t—0,t>
appartiendrait & F(¢(0)) = F((0,0)) = @, ce qui est impossible.
Donc, (2) n’admet cette fois-ci aucune solution maximale (et méme, aucune solution tout court...).
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