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Probléme 1 : o'NP

Durée : 4 heures

Epreuve B : Cocktail

CONCOURS
COMMUN

Dans ce probléme, E est un C -espace vectoriel de dimension finie.

Q6.

Q7.

Partie |

Un exemple

3 2
Vérifier que la matrice A =(2 3] est diagonalisable.

—1 11
Démontrer que les matrices I14 =%( 1 1 ) et I, =%(1 J sont des matrices de projecteur

puis calculer T14 + 5I1,, T14 + 11, et I4II,.

On rappelle le lemme de décomposition des noyaux :
Si P,P,....,P, sont des éléments de C[X] deux a deux premiers entre eux de produit égal a

T, si u est un endomorphisme de E alors :
Ker[T(u)] =Kep (Pi(u)) Kep(Pgu)) ... Ker(P.(u)).

L'objet de cette question est de démontrer le cas particulier r = 2.

Soit u un endomorphisme de E et soit P et Q deux polyndOmes premiers entre eux.
Justifier que Ker (P (u)) = Ker[(PQ)(u)] (de méme, on a : Ker (Q(u)) = Ker[(PQ)(u)]).

Démontrer que : KerHPQ)(u) |=®er (P(u)) Ker(Q() .

Dans la suite du probléme, on pourra utiliser librement le lemme de décomposition des noyaux.

Q8.

Soit u un endomorphisme de E et soit 7, son polynéme minimal.

On suppose que 7, = P1k1P2k2 ou les polyndbmes P, et P, sont premiers entre eux. On pose,

pour tout entier i e {1,2}, Q; :”—I‘(’_.
/DI. ]

Justifier qu'il existe deux polyndmes Ry et R, de C[X] tels que RQ; + RyQ, =1.

Pour la suite de cette partie, on notera 7, = P1k1P2k2...Pmkm la décomposition en facteurs premiers

du polynéme minimal et on admettra que, si pour tout entier j e {1, 2,...,m}, Q =”—Z, il existe des
pki

polynémes de C[X] tels que RiQy + RoQy +...+ Ry,Qpy = 1.

i
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Q9. On pose alors pour tout entier i € {1,2,....m}, p; = R;j(u)Q;(u).
Démontrer que pour tout couple (i,j) d’entiers distincts de {1,2,...,m} , on a les trois résultats

suivants :
picp;=0,

NgE

p; =idg,
i1

et chaque p; est un projecteur de E.
Les p; seront appelés projecteurs associés a u.

m
Q10. Soit u un endomorphisme de E et soit y,, son polyndme caractéristiqae : y,, =H(X ;)%

i=1
(avec les 4; deux a deux distincts et les ¢; des entiers naturels non nuls) et pour tout entier

ie{12..,mk N;=Ker(u %idg)® le sous-espace caractéristique associé a 4.
Justifierque E=NP N .© N,.

Q11. Démontrer que=E =In@p; Inp, @... Imp,,.
Q12. Démontrer que pour tout entier i € {1,2,...,m}, Imp; =N;.

Partie Il

Dans toute cette partie, on suppose que I'endomorphisme u est diagonalisable et on note
Mo, Ay S€S Valeurs propres distinctes.

Q13. Quel est alors le polyndme minimal 7, de u ?

Q14. On note toujours, pour tout entier je{12,...,m}, Q,-=7;—“ ol =P; =X 1;, et on pose
i

6; =
Qi (4)
Donner, sans détails, la décomposition en éléments simples de 1 puis démontrer que les
Ty
. Los L, Qi(u
projecteurs associes a u sont, pour tout entier i/ {1,2,...,m}, pj = Q)
i\ A

4,Q(X)

m
uis que u = A:p; (décomposition spectrale de u).
Q(y) PUed D aip P P )

m
Q15. Démontrer que X = Z
i=1 i=1
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Q16.

Q17.

Q18.

Q19.

Q20.

Exemple : on considére la matrice A = 1 1 1|

1 -1 -1 1
a) Justifier que la matrice A est diagonalisable et calculer la matrice A2,
b) En déduire le polynédme minimal =, de la matrice A puis la décomposition spectrale de la
matrice A. On notera I1, et I1, les matrices des projecteurs associés.

c) Calculer, pour tout entier naturel g, A? en fonction des matrices Iy et I1,.

On note C[v] l'algébre des polynébmes d’un endomorphisme v d’un C -espace vectoriel de

dimension finie.
Démontrer que la dimension de I'espace vectoriel (C[v] est égal au degré du polynéme

minimal 7, de 'endomorphisme v.

m
On revient au cas u diagonalisable avec 7, =H(X A)-
i=1
Démontrer que la famille (p1,p2,...,pm) des projecteurs associés a u est une base de I'espace

vectoriel C[u].

Dans le cas d’un endomorphisme u non diagonalisable, la famille (p1,p2,...,pm) des

projecteurs associés a u est-elle toujours une base de I'espace vectoriel (C[u] ?

Nous avons vu que si u est un endomorphisme de E diagonalisable, il existe m
m

endomorphismes non nuls p; de E, tels que pour tout entier q on ait ud = Z}t,-qp,- .
i=1
Nous allons étudier une « réciproque ».

Soit u un endomorphisme de E, C -espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu'il existe
m endomorphismes non nuls f; de E et m complexes A4,4,....,4,, distincts, tels que pour tout

m
entier naturel g on ait u9 = Z/l,-qf,- :
i=1
Démontrer que u est diagonalisable.
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Probleme 2 :

nnnnnnnnnnnnnn

Mines-Ponts

A.. Etude d'une norme sur L(E)

Soit E un sous-espace vectoriel de K™. Soit © un endomorphisme de E.

1 = Aprés avoir justifié I'existence des bornes supérieures, montrer que :

@)l _

= sup |u(z)].
el H.CCH zelE
z#0 [z|=1
2 = On note ||Juf| = SuphT(ﬁ) H Montrer que |||.|| est une norme sur L(FE).
zeE ||T
x#0

3 = Montrer qu’il s’agit d’une norme sous-multiplicative, c’est-a-dire que :

¥(u,v) € L(B)?, luv]| < [lull-lv]l,

et en déduire une majoration de ||u”||,

Pentier k.

pour tout entier naturel k, en fonction de ||ul| et de

B.. Etude de la stabilité en 0 du systéme linéaire

Dans cette partie, a désigne un endomorphisme de C™.

4 > Montrer qu’il existe un entier naturel non nul r, des nombres complexes distincts A1, Ao,

ey

Ar, ainsi que des entiers naturels non nuls mq, mao, ..., m,, tels que :
T
n P— .
o=@ n.
i=1

ou pour i € [1;7], E; = Ker(a — A\jidgn)™.

D’aprés la question précédente, si x est un élément de C™, il existe un unique r-uplet (z1,...,x,) €
T
FEy x---x E, tel que z = Z x;. Fixons a présent i € [1;r]. On définit alors les endomorphismes :
i=1
R~ TR I O B
bi: T - oz qi : T -z
Par ailleurs, on note |[|.||; la norme sur £(E;) introduite & la partie A, a savoir
u(z
vue £(5),  [fulls = sup 2L
zep; 2]
z#0

On utilisera la notation .||, pour £(C™). Enfin, on notera a; ’endomorphisme p;ag;.

5 = Montrer que, pour tout i € [1;r], il existe une constante C; > 0 telle que :

Vue L(E:), lqgupille < Cilllul;.

6 = Montrer que, pour i € [1;7], E; est stable par a.
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T
7 = Soient (i,7) € [1;7]?. Exprimer p;g; puis Z q;pi en fonction des endomorphimes idcn et idg;.
i=1

-
8 > Montrer que : a = 2 Qi p;-
i=1

9 > En déduire que :

T
VteR, e%= Z gie'%ip;.
i=1

10 > Montrer par ailleurs que :
A

vie[lir], VteR, (e[l <le™] ) S-llai — hiidg |IF.
k=0

11 = En déduire l'existence d’un polynéome P & coefficients réels tel que :
T
Vie R, [le]|. < P(t]) D] e,
i=1

ou Re(z) désigne la partie réelle d’un nombre complexe z.

12 > Pour toute matrice A € .#,(R), on notera u, l’endomorphisme canoniquement associé a A
dans R" et v, I'’endomorphisme de C" canoniquement associé a A, vue comme une matrice de
Mp(C) . On conservera la notation ||.[|. pour la norme introduite & la partie A sur £(C") et
on utilisera [|.[|, sur £(R™). Montrer qu'il existe C' > 0 telle que :

VAe My(R), VEER, [le"al, < Clle" ..

Dans la suite de cette partie, on considére u un endomorphisme de R", et A € .#,(R) sa matrice
dans la base canonique. On notera par ailleurs, Sp(A) le spectre complexe de A. Notons g, 1'unique
solution de classe C! sur R de :

13 = Montrer que :

Vzg e R, tligloo lgzo ()| =0 <= Sp(A) < R* +iR.

14 = On se place dans cette question dans le cas ol toutes les valeurs propres de A ont une partie
réelle strictement négative. Montrer alors qu’il existe deux constantes Cy et « strictement

positives telles que :
Vte Ry, [l < Coe™,

et en déduire une majoration de ||gx,(t)| pour ¢t € R.
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Corrigé
Epreuve B : Cocktail

Probleme 1 : CCP (2023)
Partie 1

Q6. La matrice A est symétrique réelle et donc la matrice A est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral.

1 — — 1 — 1 _
ﬂ% =7 ( _11 ]] ) ( _]1 11 ) =7 ( _22 22 ) = ( _]1 1] ) =TTy. Donc, TT; est une matrice de projecteur.

BT

343 )- (23
3 () D)-(4)-
=14 ) ()

Q7. Soit x € E. x € Ker(P(u)) = (P(w)(x) = Qu)((P(w))(x)) =0 = (Q(u) o P(u))(x) =0 = ((QP)(u))(x) =0
= ((PQ)(w)(x) =0 = x € Ker((PQ)(u)).

2
1 . .
1= IT,. Donc, TT, est une matrice de projecteur.

Done, Ker(P(u)) C Ker((PQ)(uw)). De méme, Ker(Q(u)) C Ker((PQ)(u)).

Soit x € Ker((PQ)(u)). Les polynémes P et Q sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de BEzZOUT, il existe deux
polynémes U et V tels que UP + VQ = 1. En évaluant en u, on obtient U(u) o P(u) + V(u) o Q(u) = Ide puis en évaluant

en x, on obtient  x — (U(u) o P(u))(x) + (V(u) o Qu))(x) ().
Posons y = (V(u) o Q(u))(x) et z = (U(u) o P(u))(x). Puisque deux polynoémes en u commutent (et en tenant compte de
P e QUG = (PRI =0 pyyy) = Via((P(w) o Q) () =0

et de méme, Q(u)(z) = U(u)(P(uw)oQ(uw))(x)) = 0. Donc, y € Ker(P(u)) et z € Ker(Q(u)). On a montré que, pour tout x €
Ker((PQ)(u)), il existe (y,z) € Ker(P(u)) x Ker(Q(u)) tel que x =y +z et donc Ker((PQ)(u)) = Ker(P(u)) + Ker(Q(u)).

Soit x € Ker(P(u)) NKer(Q(uw)). (x) fournit directement x = 0 et donc Ker(P(u)) N Ker(Q(u)) ={0}. On a montré que

Ker((PQ)(u)) = Ker(P(u)) & Ker(Q(u)).
Q8. Q1 = P]Z<2 et Q2 = P?‘ . Puisque P; et P, sont premiers entre eux, il en est de méme de Q1 et Q,. D’aprés le théoréme
de BEzZOUT, il existe deux polynomes R et Ry tels que R1Q1 +R2Q2 =1.
Q9. e Soit (i,j) € [1,m]? tel que i # j. Puisque deux polynémes en 1 commutent,
piop; = Ri(w) 0 Qi(w) o Rj(u) 0 Qj(u) = Ri(w) o Rj(w) 0 Qs(w) o P (w) o [T Pri(w) =Ri(woRj(u)e [T Prtwemy(w) =0
LA, 1#) AL, 1A
car 7t (1) = 0 par définition de 7ty,.
e Puisque R1Q7 + ...+ R, Qm = 1, en évaluant en u, on obtient Ry(u) o Qq(u) + ...+ R (1) o Qm(u) = Idg ou encore
P ++pm :IdE.
e Soit i € [1, m]. 2 _ _
pi=pio|lde—) pj| =pi—) piop;=p:
j#L j#L
et donc p; est un projecteur.

Q10. Les polynémes (X —A;)**, 1 < i < m, sont deux & deux premiers entre eux, car deux & deux sans racine com-
m

mune dans C. De plus, x, = H (X — A1) est annulateur de u d’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON ou encore

i=1
Ker (xy(u)) = E. D’aprés le théoréme de décomposition des noyaux,



E=N1@&N2®... 5 Np.

m
Q11. D’apreés la question Q9, Zpi = Idg. On en déduit que, pour tout x € E,

i=1
x=) pilx) €Y Im(pi).
i=1 i=1

m
Ceci montre que E = Z Im (py).
i=1

Soit i € [T, m]. Montrons que Im (p;) N Z Im (pj) = {0}. Soit x € Im (py) N Z Im (pj). 11 existe (x;)
j#L j#Ai
X = ij (xj). D’autre part, x € Im (p;) et donc x = p;i(x). On en déduit, d’aprés la question Q9, que
j#L

j#t

x=pi(x) =) pi(pj(x)) =0.
j#i

On a montré que, pour tout i € [1, m], Im (pi) N Z Im (p;) ={0} et finalement que

j#L
E=Im(p1)®...&Im(pm).
Q12. On sait que 71, est de la forme 7, = (X—?n)k' ...(X—?\m)k’“ avec 1 <ky <o, ..., 1 <km < otm.

Pour tout i € [1,m], puisque deux polynémes en u commutent, pour tout x € E,

(w—Ailde)™ (pi(x)) = (u—Adde)™ o Qi(w) o (w—Adde)* ™ o Ri(w)(x)
=my(u) o (u—AIde) ™ o Ri(u)(x) =0
Donc, Im (p;) C Nj.
Supposons par 'absurde qu'il existe ip € [1, m] tel que Im (pi, ) ; Ni, et donc tel que dim (Im (pi,)) < dim (N

alors

dim(E) = ) (Ni) > > dim (Im (ps))

i=1 i=1

ce qui contredit 1'égalité E =Im (p1) € ... ® Im (pm). On a montré que pour tout i € [1,m], Im (pi) = N;.

Partie I1

m
Q13. Puisque u est diagonalisable, on sait que 71, = H (X —Ak).
k=1

1 1
Q14. Les poles de p— sont simples. La décomposition en éléments simples de la fraction p— est de la forme
u uw

m X
_];X—

X—Ak . 1

1
o (a,...,am) € C™. De plus, pour tout k € [1,m], ox = lim = lim = = 0. Donc,

x—A Ty (x)  x=A Qr(x)  Qk (Ax)

1 1
T :]; Qi () (X =Aw)”

En multipliant les deux membres de 1’égalité précédente par 7, on obtient

ZQk 7\k)X Ax) ZQk

€ E™ 1 tel que

i,)- On a



pour tout i € [[1,m], alors R1Qq + ...+ RmnQm = 1. Les polynomes (constants) Ry, ...,
1

Ainsi, si on pose Ry =

1
Qi (A1)

R, conviennent. Les projecteurs associés sont les p; = Ri(u) o Qi(u) = Qi(w), T<igm.

Q15. Sim > 2. Alors, m—1 > 1 puis Z il 1Q1 et X sont deux polynomes de degré inférieur ou égal & m — 1 (car pour
tout 1 € [1,m], deg (Qi) =m —1).
Soit j € [[1, m]. Puisque pour tout i € [1,m], Qi = H (X—Ax),
k#L
(£ 2% )o-5 20 £ 2g00n,
Ainsi, les deux polynoémes Z il LQL) et X, de degrés inférieurs ou égaux & m — 1, prennent la méme valeur en chacun
des m réels deux a deux dlstlncts A1y .., Am. On en déduit que ces deux polyndémes sont égaux et donc

m

X = Z?\QL

= AQs A A x 1
Sim =1, le résultat est faux car Z o (Ql) = Q](?\]) = 11X
i 1 1 1

Soit m > 2. En évaluant en u les deux membres de (x), on obtient

=M £X.

m ] m
u=3 Nz——=Qilw =) Aps
o Q) =1
Cette derniére égalité reste vraie quand m = 1 car si u est diagonalisable et admet A7 pour unique valeur propre, alors u
et A1Idg coincident sur une base de E puis u = AIde = A1p1.

Q16.

a)A est symétrique réelle et donc A est diagonalisable dans

T 11 T 1 1 4
1 11 =1 1] [o
1T -1 1 -1 1T -1 1 -1 0
1 1T -1 =1 1 0

(R) d’aprés le théoréme spectral.

M
0
4
0 =414.
0

~ OC oo

0
0
4
0

b) Par suite, le polynome X? —4 est un polynéome annulateur de la matrice A. Le polynéme minimal 714, de la matrice A,
est un diviseur unitaire de ce polynome, de degré supérieur ou égal a 1. Donc, 7 est soit X — 2, soit X + 2, soit X2 — 4.
Maintenant, A # 214 et A £ —214 et donc 7ta # X — 2 et ma # X + 2. 1l ne reste que

A =X> —4=(X—-2)(X+2).
On prend alors Ay = —2, A, =2 puis P1 = Q2 =X+ 2 et P, = Q1 = X — 2. Ensuite,

1 1 1 -1 1 1 1
1 1 1

et

oo QeA) =7 (A+2l) =7 1 3 —i

3

1 1 11 3 -1 4
|1

1T -1 -1 3

c) Soit @ > 1. On sait que T4, = TI,TT; = 0 et que A = —2TT; + 2IT,. Puisque les matrices TT; et TT, commutent, la
formule du binéme de NEWTON fournit (en tenant compte du fait que TTy et TT; sont idempotents),



q
A9 = (=2TT; + 2IT,)9 Z
k=0

A

) 2)R297FITRITY T = (—=2)9TT9 4 29119 = (=2)9TTy + 29TT,.

Cette derniére égalité reste vraie quand q = 0 car (—2)°TT; + 2°TT, =TTy + T, = I; = A°. Donc,

vq e N, A9 = (=2)9TT; + 29T1,.

Q17. Posons p = deg (7,) € N*. Soit P € C[X]. La division euclidienne de P par 7, s’écrit P = Qm, +Rou (Q,R) € ((C[X])2
et deg(R) < p. En évaluant en v, on obtient

P(v) = Q(v) o1y (v) + R(v) = R(v) € Vect (Idg,v,...,vP ).

Ainsi, C[v] C Vect (Idg,v,...,vP~ ") puis Cv] = Vect (Idg,V,...,vP~") puis dim (C[v]) < p. Montrons alors que la famille

p—1
(Idg,v, . ,vp_]) est une famille libre de C[v]. Soient (xo,...,0p—1) € CP puis P = Z o X*.
k=0
Zockvkzoép(v):O:>P:O:>cx0:...:cxp,1 =0
car deg(P) < p = deg (m,) et par définition de .
Ainsi, la famille (IdE, Vy.oo.,vP7] ) est une famille libre de C[v] et finalement une base de C[v]. On en déduit que dim (C[v]) =

p = deg ().

Q18. Les pi, 1 <1< m, sont des polyndmes en u ou encore les pi, 1 <1 < m, sont des éléments de Clu]. Ensuite, pour
tout i € [1,m], Qi est un polynéme non nul de degré strictement inférieur au degré de 7. On en déduit que, pour tout

te[l,m], pi = Qi(u) #0.

1
Qi (A1)
Vérifions que la famille (p1,...,pm) est libre. Soit (1,...,0tm) € C™ tel que ct1p1 + ...+ tmpm =0 (x).

Soit i € [1, m]. On compose les deux membres de (x) a gauche par p;. Puisque pour j # i, p; o p; = 0 et que pi2 = Ppi, on
obtient ayp; = 0 puis &y = 0 car py # 0.

Ainsi, la famille (p1,...,pm) est une famille libre de Cu]. De plus, card (p1,...,pm) = m = dim (C[u]) (d’aprés la
question précédente) et donc

la famille (p1,...,pm) est une base de Clul.

Q19. Soit n > 2. Soit u ’endomorphisme de C™ canoniquement associé & la matrice élémentaire E; ;. u est nilpotent
d’indice 2 puis 7, = X2. Dans ce cas, deg () = 2 puis dim (C[u]) = 2 d’aprés la question Q17.

D’autre part, m = 1 (u a une valeur propre et une seule, a savoir 0) et donc card (p1,...,pm) =1 < 2 = dim (C[u]). Dans
ce cas, (p1,...,Pm) N'est pas une base de Clu].

m—1
Q20. Soit P = (X—A1)...(X—An). Posons P = X™ + Z apX®. Alors

k=0

m—1 m m—1 m

(W) =um+ Z aruk = Z?\{“ﬂ + Z ag <Z )\‘ff1>
m B m—1 B B -
Z (Am+ > ak7\k> f; —ZP

1

0.

Ainsi, on a trouvé un polynéme P, a racines simples dans C et annulateur de 1. On sait alors que u est diagonalisable.



Probleme 2 : Mines (2023)

A. Etude d’une norme sur .Z(E)

[utx)|l
ol

1) On pose A = { , X € E\{O}} et B ={|lu(x)||, x € E, ||x]| =1}

L’application u est continue sur ’espace vectoriel normé (E, || ||) car u est linéaire sur ’espace de dimension finie E. Donc,
il existe un réel positif M tel que pour tout x € E, |Ju(x)|| < M|x|.

Puisque E # {0}, A est une partie non vide de R, majorée par M. On en déduit que A admet une borne supérieure dans R.

Ensuite, B C A car si x est un élément de E de norme 1, alors x # 0 et ||u(x)| = ”T(T)' . D’autre part, pour tout x # 0,
X
1
el (Y e
[l [l

1
car WX = % = 1. Ceci montre que A C B puis que A = B. En particulier, Sup(A) = Sup(B).

X X
2) e D’apreés la question précédente, ||| ||| est une application de Z(E) dans R.

« Soit w € Z(E). Soit xo € E\ {0}, [y > i)l

> 0.
0
On a montré que : Yu € Z(E), [|[ulll = 0 (positivité).

e Soit u € Z(E).

el = 0 = ¥x € E\ {01, ”Tﬁj” <02 vx € B[O}, ulx)| =0= vx € E\ {0}, ulx) =0
= Vx € E, u(x) = 0 (car u linéaire)

=u=0.

On a montré que : Vu € Z(E), (||lulll =0 = u=0) (axiome de séparation).

([ (Aw) (x)]]
x|

[u(x]]
x|

e Soient u € Z(E) et A € K. Pour tout x # 0,
{ | (Aw) () |l

X

= Al < A Jlwl]. Done, |A] [[[ull] est un majorant de

, X € E\{O}}. Puisque [[[Au]]| est le plus petit de ces majorants, on a montré que ||[Au/|| < A [[[w]]].

On suppose de plus A # 0. On applique ce qui précéde & A’ = = et u' = Au. On obtient [[[u]]| = [[Auw/]|| < |A] [IlW]]| =

> =

1 .
WIIIMIII et donc [A[ [[[ull] < [[Au[l} puis [[[Aull] = A [[[ull].

Cette derniére égalité reste vraie quand A = 0 car dans ce cas les deux membres de I’égalité sont nuls. On a montré que

Vue Z(E), VA € K [|Aulll = A [lu]l] (homogénéité).

(VI B V&l
x| x| x|

e Soit (u,v) € (Z(E))?. Pour tout x # 0,

[ (u+v)(x)]
(B3]

< il + Hivlll. Done, [[ulll + [[[VI] est un

majorant de { y X F 0}. Puisque [|Jlu+v]|| est le plus petit de ces majorants, on a donc [[[u+ ||| < ||[ull|+ V]|

On a montré que : V(u,v) € (Z(E))?, llu+ V||| < [[ul]] + [|[Vll| (inégalité triangulaire).
Finalement, ||| ||| est une norme sur .Z(E).

3) Par définition de ||| |||, pour tout u € Z(E), pour tout x € E, |Ju(x)|| < [[dl] ||x|-



Soit (u,v) € (Z(E))2. Pour tout x € E\ {0},

[wv () || = (v < il vO I < Tl ]|
uv(x uv(x
et donc (puisque ||x|| > 0) w < I Il Adnsi, [[lull] [I[vl]] est un majorant de %, X # O}. Puisque [[Juv]|]
X X
est le plus petit de ces majorants, on a donc ||[uv||| < [|[u/l] [[[Vl]]. On a montré que ||| ||| est une norme sous-multiplicative.
. X
Soit u € Z(E). [[u®l| = [/[1d]|| = Sup {%» X # 0} =1 < [[hufl°.
D’autre part, pour k € N*, [[[u*||] < [[ufl| x ... x [[[u]]| = [[[u//[*. Finalement,
%/_/

k facteurs

vk € N, (I lll < Il

B. Etude de la stabilité en 0 du systéme linéaire

-

4) Posons xq = H (X =A™ ot r € N*, les A; sont des complexes deux & deux distincts et les m; sont des entiers
i=1

naturels non nuls de somme n.

my

Puisque les polynémes (X —A;) * sont deux & deux premiers entre eux car deux a deux sans racine commune dans C, le

théoréme de décomposition des noyaux permet d’affirmer que Ker (xa(a @Ker a—Ade)™ ) Mais xq(a) =0

i=1
d’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON et donc

.
E =P Ker (a—Adden)™

i=1
5) Soit i € [[1,7]. Soit u € .Z (Ei). qiup; est une application linéaire de C™ dans lui-méme ou encore un endomorphisme
de C™. Pour x € C™, qiupi(x) = qiuw (xi) = u(xi) car u(x;) € Ei. Mais alors, pour tout x € C™,

[qiupi ()| = lu (x| < [lhullli [[xill = [lqipi I Mhallle < lgapslllelhalllzfix][-
[giupi(x)]|
x|
6) Soit i € [1,1]. Deux polynoémes en a commutent et en particulier a et (a —A;Iden)

a laisse stable Ker (a — AiIden )™ = E;.

7) Soit (i,j) € [1,7]?.

Piqj € £ (Ej,E). Sij #1i, pour tout x; € Ej, pi(q; (xj)) = pi(xj) =0 (car les Ex sont supplémentaires). Donc, si j # i,
piq; est I'application nulle de E; dans Ej;.

Sii Zj, pour tout X5 € Ej, Pj (q) (Xj)) =Pj (Xj) = X;j et donc Pid; = IdE

Ainsi, pour tout x 7# 0, < lllgipilllellfullli et donc [[[giupillle < Cilllullls ou Ci = [llqipillle.

mi

commutent. On sait alors que

Ensuite, pour tout i € [[1,7], qipi est un endomorphlsme de C™ puis, pour tout x € C™, pour tout i € [1,7], qipi(x) =

gi (xi) = xi. Mais alors, pour tout x € C™, Z qipi(x le = x. Par suite, Z qipi = Idgn.
i=1 i=1 i=1

8) Soit i € [1,7]. giaipi est bien défini et est un endomorphisme de C™. Ensuite, pour tout x € C™,
qiaipi(x) = gipiaqipi(x) = qipi (a (xi)) = a (xi)

car E; est stable par a. Mais alors, pour tout x € C™,

qualpl —Z xl—a(ZM):

i=1

On a montré que a = Z diaipi.
i=1



.
9) Montrons par récurrence que pour tout k € N, a* = Z qiakp-l.
i=1

o Z qia?pi = Z qipi = Iden = a® d’aprés la question 7). L’égalité est vraie quand k = 0.
i=1 i=1

N
e Soit k > 0. Supposons que a* = Z qiap;. Alors

i=1

T T
a*! = dka = (Z pia‘fqi> Z q;a;p; | (par hypothése de récurrence)
i=1 j=1

.
Z qiafpiqjasp; = Z giaf¥aip; (d’aprés la question 7))
(1,i)el,r]2 i=1

.

- K41

= Z qidy  Pi-
i=1

Le résultat est démontré par récurrence. On en déduit que pour t € R et N € N,

N 1 T N 1
> ot = D di (Z ] (tai)k> Pi-
k=0 i=1 k=0

Maintenant, pour tout i € [1,r], 'application ¢; : Z(Ei) — Z(C™) est continue sur .Z (E;) car linéaire sur
h = qihps
lespace de dimension finie .Z (E;). On en déduit que pour t € R,

T ) .I T ‘
XY TP T B WATE
i=1 k=0
T
= Z qie'ip;.
i=1

10) Soit t € R. Soit i € [1,1]. Les endomorphismes t (a; — AiIdg,) et tA;Idg, (de Ei) commutent. Donc

etCl.‘L — et(ai_)\iIdEi)‘Ft)\iIdEi — et(ai—AiIdEi)et)\iIdEi
+oo 1
k
=eM ) o (tlai—Adde,))
k=0
mi—1 tk
=e™ 3 —(ai—Ailde,)" (car B = Ker ((ai — Ailden)™)
k!
k=0
Puisque ||| |||; est une norme, sous-multiplicative, sur .Z (E;),
N mi—l |t‘k y
tai AL
lletesllie < fe™ [ 3 ~rlllai —Adde, I,
k=0

11) On pose C = Max{Ci, I € [1,7]} et M = Max {[[la; — AiIde JII¥, T<i<r, 0<k<my—1}.



Soit t € R.
T T
lletlle < 3 llaie pillle < 3 Cilllet [l (dapres la question 5)
i=1 i=1
T
<3 cofe
i=1
T mi—1 |t‘k
Re(tA;) i
comy ey

i=1 k=0

n |t‘k T

tRe(Ai)

<CM E 3 E e .
k=0 i=1

mif1 ‘t|k

k!
k=0

llai — AdIde, JIIF

n
Xk
Le polynéme P = CM Z o est un polynoéme tel que pour tout réel t,
k=0

.
llet®llle < P(lt]) ) _ et Reo,
i=1

12) Soit t € R. Pour tout x € R™ \ {0},

etuA (X) etva (X)
” HXH ” — H HXH H < |||eth|||c
etu}\ X
llletA]|lc est un majorant de {%, x € R™ \{0}}. Puisque [/|e*™2]||; est le plus petit de ces majorants, on a donc

llet™ Al < [lle™*]l[c. On a montré que
q

VA € Mx(R), Yt €R, [lle™ [l < llle™ ]l
13) On note que u =ux.
On sait que pour tout réel t, gy, (t) = e™ (xo).

e Supposons que pour tout xo € R™, . lirjp llgx, (B)|| = 0. Soit A une valeur propre de A dans C puis Z € .#,(C) \ {0} un
—+o00

vecteur propre associé. On note encore z le vecteur de C™ canoniquement associé & Z et on pose z = xo + ix7 ol Xp et X1
sont deux éléments de R™.

On sait que, pour tout réel t, etVA(z) = eMz. On en déduit que pour tout réel t,

2] = [l (2)] = et (x0) + i€t (x1)]] = et (xo) + iet™ (x1)]] = llgns () + g, (V]
< ”gXo (t)H + il ||9X1 (t)” = ||9Xo (t)” + ||9X1 (t)” .

tRe

D’autre part, pour tout réel t, ||eMz|| = [e*]|[|z]| = e"ReM)||z||. Puisque tliI+n (lgxo (V)] + llgx, (t)]]) = 0, on en déduit
—+00

que lim €Mzl =0 puis que lim ') =0 car ||z|| # 0 et enfin on en déduit que Re(A) < 0.
t—+o0 t—+o0
Ainsi, si pour tout xo € R™, lim |[|gx,(t)|| =0, alors Sp(A) C R* +iR.
t—+o0
e Supposons que Sp(A) C R* +iR. On note Ay, ..., Ay, les valeurs propres deux a deux distinctes de A dans C. D’apreés

.
la question 11, il existe un polynéme P tel que pour tout réel t, ||le®V2 || < P(|t]) Z etRe(A),
i=1

Soit xp € R™. Pour tout réel t,

lgxe (V)] = [|e™ (xo) || < llle ™Il [|xoll

< Me™Alle [Ixol| (d’apreés la question 12)

.
< xol| P(It]) Y e,
i=1



.
Puisque pour tout i € [1,7], Re(A{) < 0, on a tliI+n [Ixo|| P(It]) E eRe) — 0 d’aprés un théoreme de croissances
—+o0
i=1
comparées. On en déduit que lim | gy, (t)]] = 0.
t—+o0

Ainsi, si Sp(A) C R* + 1R, alors pour tout xo € R™, . 1131 llgx, (B)|| = 0.
—+o0

14) On suppose que la numérotation des valeurs propres de A a été effectuée de sorte que Re (A7) < ... < Re(A:) < 0.

1
On pose & = —zRe (A+) de sorte que & > 0. Pour tout réel t,

.

i tRe(Ar)t
e le™[ll; < e*Ylle™ lle < P(It)e™ Y e < rP(|t)et*et R = rP(jt])e” >
i=1

N P . , . tRe(Ar)t . . tRe(Ay)t
D’aprés un théoréme de croissances comparées, lim rP([t|)Je” 2z = 0. Puisque d’autre part, la fonction t — rP(|t|)e” 2
t—+o00

est continue sur [0, +o0[, cette fonction est en particulier bornée sur [0, +oo[. Donc, il existe C2 > 0 tel que, pour tout réel
positif t, rP(ItI)etRC(ZM)t < C; puis pour tout réel t, e*t|||et"]||, < C, et finalement, pour tout réel t, |[et"||l, < Coe*t.

On a montré que si toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative, il existe deux réels strictement
positifs C, et o tels que

vt € [0, +ool, llle™ll, < Cae™*".

e Il fIxoll < C2 [Ixoll e~ **.

NN

Soit alors xo € R™. Pour tout réel positif t, ||gx, (t)] = |le*™ (xo0)]|



