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EXERCICE 1 
 
 
On note [ ]= 2E X . 
 
Dans cet exercice, on pourra utiliser sans démonstration que pour tout entier naturel n, la fonction 

−


n xx x e  est intégrable sur [ [+∞0,  et 
+∞ − =∫ 0

d !n xx e x n . 

 
 
Q1. Démontrer que l’on définit un produit scalaire sur E en posant, pour tout couple ( ),P Q  de 

polynômes de E, 
+∞ −= ∫ 0

( ) ( ) dxP Q P x Q x e x . On notera  la norme euclidienne associée. 

 
 
Q2. Déterminer le projeté orthogonal de 2X  sur [ ]= 1F X  noté 2( )FP X . 
 
 

Q3. Justifier que − = −
2 2 22 2 2 2( ) ( )F FX P X X P X  puis calculer le réel :  

+∞ −

∈
− −∫



2
2

0( , )
inf ( )² dx

a b
x ax b e x . 

 
 
 
 

EXERCICE 2 
 
 
Soit ] [∈ 0,1p , = −1q p . Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans   
définies sur un même espace probabilisé et suivant la même loi définie par : 

∀ ∈ = = = =, P( ) P( ) kk X k Y k pq . 
 
On considère les variables aléatoires Z et T définies par = sup( , )Z X Y  et = inf( , )T X Y . 
 
Q4. Pour tout couple ( ),m n  d’entiers naturels, déterminer ( ) ( )( )= ∩ =P Z m T n  en distinguant 

trois cas : >m n , <m n  et =m n .  
 
 
Q5. En déduire la loi de la variable aléatoire Z. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
Dans ce problème, E est un  -espace vectoriel de dimension finie. 
 

 

Partie I   
 
Q6. Un exemple 

Vérifier que la matrice  
=  
 

3 2
2 3

A  est diagonalisable. 

Démontrer que les matrices 
− 

Π =  − 
1

1 11
1 12

 et  
Π =  

 
2

1 11
1 12

 sont des matrices de projecteur 

puis calculer Π + Π1 25 , Π + Π1 2  et Π Π1 2.  
 
 

Q7. On rappelle le lemme de décomposition des noyaux :  
Si 1 2, ,..., rP P P  sont des éléments de [ ] X  deux à deux premiers entre eux de produit égal à 
T, si u est un endomorphisme de E alors :  

[ ] ( ) ( ) ( )1 2Ker ( ) Ker ( ) Ker ( ) ... Ker ( )rT u P u P u P u= ⊕ ⊕ ⊕ . 
 

L'objet de cette question est de démontrer le cas particulier = 2r . 
 

Soit u un endomorphisme de E et soit P et Q deux polynômes premiers entre eux. 
 Justifier que ( )( ) ( ) ⊂  Ker Ker ( )P u PQ u  (de même, on a : ( ) ( ) ( ) ⊂  Ker ( ) KerQ u PQ u ). 
 
 Démontrer que : ( ) ( ) ( ) = ⊕ Ker ( ) Ker ( ) Ker ( ) .PQ u P u Q u   
 
 
Dans la suite du problème, on pourra utiliser librement le lemme de décomposition des noyaux. 
 
Q8. Soit u un endomorphisme de E et soit πu  son polynôme minimal. 

On suppose que π = 1 21 2
k k

u P P  où les polynômes 1P  et 2P  sont premiers entre eux. On pose, 

pour tout entier { }∈ 1,2i , π
=

i
u

i k
i

Q
P

.  

Justifier qu’il existe deux polynômes 1R  et 2R  de [ ] X  tels que + =1 1 2 2 1R Q R Q . 
 
 
Pour la suite de cette partie, on notera π = 1 21 2 ... mk k k

u mP P P  la décomposition en facteurs premiers 

du polynôme minimal et on admettra que, si pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , π
=

i
u

i k
i

Q
P

, il existe des 

polynômes de [ ] X  tels que + + + =1 1 2 2 ... 1m mR Q R Q R Q . 
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Q9. On pose alors pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , = ( ) ( )i i ip R u Q u . 
Démontrer que pour tout couple ( , )i j  d’entiers distincts de { }1,2,...,m , on a les trois résultats 
suivants : 

=

 0i jp p ,  
 

=

=∑
1

m

i E
i

p id ,  

 

et chaque ip  est un projecteur de E. 
Les ip  seront appelés projecteurs associés à u. 
 

Q10. Soit u un endomorphisme de E et soit χu  son polynôme caractéristique : αχ λ
=

= −∏
1

( ) i
m

u i
i

X  

(avec les λi  deux à deux distincts et les αi  des entiers naturels non nuls) et pour tout entier 

{ }∈ 1,2,...,i m , αλ= −Ker( ) ii i EN u id  le sous-espace caractéristique associé à λi .  
Justifier que = ⊕ ⊕ ⊕1 2 ... mE N N N . 

 
 
Q11. Démontrer que = ⊕ ⊕ ⊕1 2Im Im ... Im mE p p p .  
 
 
Q12. Démontrer que pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , =Im i ip N . 
 
 
 

Partie II  
 
Dans toute cette partie, on suppose que l’endomorphisme u est diagonalisable et on note 
λ λ λ1 2, ,..., m  ses valeurs propres distinctes. 

 
Q13. Quel est alors le polynôme minimal πu  de u ? 
 
 

Q14. On note toujours, pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , π
= u

i
i

Q
P

 où λ= −i iP X , et on pose 

θ
λ

=
1
( )i

i iQ
. 

 Donner, sans détails, la décomposition en éléments simples de 
π
1
u

 puis démontrer que les 

projecteurs associés à u sont, pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , 
λ

=
( )
( )
i

i
i i

Q u
p

Q
. 

 
 

Q15. Démontrer que λ
λ

=

=∑
1

( )
( )

m
i i

i ii

Q X
X

Q
 puis que λ

=

=∑
1

m

i i
i

u p  (décomposition spectrale de u). 

 
 

=

=

=

=
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Q9. On pose alors pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , = ( ) ( )i i ip R u Q u . 
Démontrer que pour tout couple ( , )i j  d’entiers distincts de { }1,2,...,m , on a les trois résultats 
suivants : 

= 0i jp p ,  
 

=

=∑
1

m

i E
i

p id ,  

 

et chaque ip  est un projecteur de E. 
Les ip  seront appelés projecteurs associés à u. 
 

Q10. Soit u un endomorphisme de E et soit χu  son polynôme caractéristique : αχ λ
=

= −∏
1

( ) i
m

u i
i

X  

(avec les λi  deux à deux distincts et les αi  des entiers naturels non nuls) et pour tout entier 

{ }∈ 1,2,...,i m , αλ= −Ker( ) ii i EN u id  le sous-espace caractéristique associé à λi .  
Justifier que = ⊕ ⊕ ⊕1 2 ... mE N N N . 

 
 
Q11. Démontrer que = ⊕ ⊕ ⊕1 2Im Im ... Im mE p p p .  
 
 
Q12. Démontrer que pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , =Im i ip N . 
 
 
 

Partie II  
 
Dans toute cette partie, on suppose que l’endomorphisme u est diagonalisable et on note 
λ λ λ1 2, ,..., m  ses valeurs propres distinctes. 

 
Q13. Quel est alors le polynôme minimal πu  de u ? 
 
 

Q14. On note toujours, pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , π
= u

i
i

Q
P

 où λ= −i iP X , et on pose 

θ
λ

=
1
( )i

i iQ
. 

 Donner, sans détails, la décomposition en éléments simples de 
π
1
u

 puis démontrer que les 

projecteurs associés à u sont, pour tout entier { }∈ 1,2,...,i m , 
λ

=
( )
( )
i

i
i i

Q u
p

Q
. 

 
 

Q15. Démontrer que λ
λ

=

=∑
1

( )
( )

m
i i

i ii

Q X
X

Q
 puis que λ

=

=∑
1

m

i i
i

u p  (décomposition spectrale de u). 

 
 

 

Q16. Exemple : on considère la matrice 

 
 − − =
 − −
 

− − 

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

A . 

a) Justifier que la matrice A est diagonalisable et calculer la matrice 2A . 
b) En déduire le polynôme minimal πA  de la matrice A puis la décomposition spectrale de la 

matrice A. On notera Π1 et Π2  les matrices des projecteurs associés. 

c) Calculer, pour tout entier naturel q, qA  en fonction des matrices Π1 et Π2 . 
 
 
Q17. On note [ ] v  l’algèbre des polynômes d’un endomorphisme v d’un  -espace vectoriel de 

dimension finie. 
 Démontrer que la dimension de l’espace vectoriel [ ] v  est égal au degré du polynôme 

minimal πv  de l’endomorphisme v. 
 
 

Q18. On revient au cas u diagonalisable avec π λ
=

= −∏
1

( ).
m

u i
i

X  

 Démontrer que la famille ( )1 2, ,..., mp p p  des projecteurs associés à u est une base de l’espace 

vectoriel [ ] u . 
 

 
Q19. Dans le cas d’un endomorphisme u non diagonalisable, la famille ( )1 2, ,..., mp p p  des 

projecteurs associés à u est-elle toujours une base de l’espace vectoriel [ ] u  ? 
 
 
Q20. Nous avons vu que si u est un endomorphisme de E diagonalisable, il existe m 

endomorphismes non nuls ip  de E, tels que pour tout entier q on ait λ
=

=∑
1

m
q q

i i
i

u p .  

Nous allons étudier une « réciproque ».  
 
Soit u un endomorphisme de E,  -espace vectoriel de dimension finie. On suppose qu’il existe 
m endomorphismes non nuls if  de E et m complexes λ λ λ1 2, ,..., m  distincts, tels que pour tout 

entier naturel q on ait λ
=

=∑
1

m
q q

i i
i

u f . 

Démontrer que u est diagonalisable. 
 
 
 

 
 
 
 

=
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A.. Etude d’une norme sur LpEq
Soit E un sous-espace vectoriel de Kn. Soit u un endomorphisme de E.

1 ô Après avoir justifié l’existence des bornes supérieures, montrer que :

sup
xPE
x‰0

}upxq}
}x} “ sup

xPE
}x}“1

}upxq}.

Problème 2 : 

2 ô On note ~u~ “ sup
xPE
x‰0

}upxq}
}x} . Montrer que ~.~ est une norme sur LpEq.

3 ô Montrer qu’il s’agit d’une norme sous-multiplicative, c’est-à-dire que :

@pu, vq P LpEq2, ~uv~ § ~u~.~v~,

et en déduire une majoration de ~uk~, pour tout entier naturel k, en fonction de ~u~ et de
l’entier k.

B.. Etude de la stabilité en 0 du système linéaire

Dans cette partie, a désigne un endomorphisme de Cn.

4 ô Montrer qu’il existe un entier naturel non nul r, des nombres complexes distincts �1, �2, ...,
�r, ainsi que des entiers naturels non nuls m1, m2, ..., mr, tels que :

Cn “
rà

i“1

Ei,

où pour i P J1; rK, Ei “ Kerpa ´ �iidCnqmi .

D’après la question précédente, si x est un élément de Cn, il existe un unique r-uplet px1, . . . , xrq P
E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Er tel que x “

rÿ

i“1

xi. Fixons à présent i P J1; rK. On définit alors les endomorphismes :

pi :

ˇ̌
ˇ̌ Cn Ñ Ei

x fiÑ xi
et qi :

ˇ̌
ˇ̌ Ei Ñ Cn

xi fiÑ xi
.

Par ailleurs, on note ~.~i la norme sur LpEiq introduite à la partie A, à savoir

@u P LpEiq, ~u~i “ sup
xPEi
x‰0

}upxq}
}x} .

On utilisera la notation ~.~c pour LpCnq. Enfin, on notera ai l’endomorphisme piaqi.

5 ô Montrer que, pour tout i P J1; rK, il existe une constante Ci ° 0 telle que :

@u P LpEiq, ~qiupi~c § Ci~u~i.

6 ô Montrer que, pour i P J1; rK, Ei est stable par a.
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7 ô Soient pi, jq P J1; rK2. Exprimer piqj puis
rÿ

i“1

qipi en fonction des endomorphimes idCn et idEj .

8 ô Montrer que : a “
rÿ

i“1

qiaipi.

9 ô En déduire que :

@t P R, eta “
rÿ

i“1

qie
taipi.

10 ô Montrer par ailleurs que :

@i P J1; rK, @t P R, ~etai~i § |et�i |
mi´1ÿ

k“0

|t|k
k!

~ai ´ �iidEi~k
i .

11 ô En déduire l’existence d’un polynôme P à coefficients réels tel que :

@t P R, ~eta~c § P p|t|q
rÿ

i“1

etRep�iq,

où Repzq désigne la partie réelle d’un nombre complexe z.

12 ô Pour toute matrice A P MnpRq, on notera uA l’endomorphisme canoniquement associé à A
dans Rn et vA l’endomorphisme de Cn canoniquement associé à A, vue comme une matrice de
MnpCq . On conservera la notation ~.~c pour la norme introduite à la partie A sur LpCnq et
on utilisera ~.~r sur LpRnq. Montrer qu’il existe C ° 0 telle que :

@A P MnpRq, @t P R, ~etuA ~r § C~etvA ~c.

Dans la suite de cette partie, on considère u un endomorphisme de Rn, et A P MnpRq sa matrice
dans la base canonique. On notera par ailleurs, SppAq le spectre complexe de A. Notons gx0 l’unique
solution de classe C1 sur R` de : "

y1 = upyq
yp0q = x0

.

13 ô Montrer que :

@x0 P Rn, lim
tÑ`8

}gx0ptq} “ 0 ñ SppAq Ä R˚
´ ` iR.

14 ô On se place dans cette question dans le cas où toutes les valeurs propres de A ont une partie
réelle strictement négative. Montrer alors qu’il existe deux constantes C2 et ↵ strictement
positives telles que :

@t P R`, ~etu~r § C2e
´↵t,

et en déduire une majoration de }gx0ptq} pour t P R`.
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Π1 + 5Π2 =
1

2

((

1 −1

−1 1

)

+ 5

(

1 1

1 1

))

=

(

3 2

2 3

)

= A.

Π1 + Π2 =
1

2

((

1 −1

−1 1

)

+

(

1 1

1 1

))

=

(

1 0

0 1

)

= I2.

Π1Π2 =
1

4

(

1 −1

−1 1

)(

1 1

1 1

)

= 02.

Q7. Soit x ∈ E. x ∈ Ker(P(u)) ⇒ (P(u))(x) ⇒ Q(u)((P(u))(x)) = 0 ⇒ (Q(u) ◦ P(u))(x) = 0 ⇒ ((QP)(u))(x) = 0

⇒ ((PQ)(u))(x) = 0 ⇒ x ∈ Ker((PQ)(u)).

Donc, Ker(P(u)) ⊂ Ker((PQ)(u)). De même, Ker(Q(u)) ⊂ Ker((PQ)(u)).

Soit x ∈ Ker((PQ)(u)). Les polynômes P et Q sont premiers entre eux. D’après le théorème de Bézout, il existe deux
polynômes U et V tels que UP+VQ = 1. En évaluant en u, on obtient U(u) ◦ P(u) + V(u) ◦Q(u) = IdE puis en évaluant
en x, on obtient x = (U(u) ◦ P(u))(x) + (V(u) ◦Q(u))(x) (∗).

Posons y = (V(u) ◦Q(u))(x) et z = (U(u) ◦ P(u))(x). Puisque deux polynômes en u commutent (et en tenant compte de
P(u) ◦Q(u)(x) = ((PQ)(u))(x) = 0),

P(u)(y) = V(u)((P(u) ◦Q(u))(x)) = 0

et de même, Q(u)(z) = U(u)(P(u)◦Q(u))(x)) = 0. Donc, y ∈ Ker(P(u)) et z ∈ Ker(Q(u)). On a montré que, pour tout x ∈
Ker((PQ)(u)), il existe (y, z) ∈ Ker(P(u))×Ker(Q(u)) tel que x = y+ z et donc Ker((PQ)(u)) = Ker(P(u))+Ker(Q(u)).

Soit x ∈ Ker(P(u)) ∩ Ker(Q(u)). (∗) fournit directement x = 0 et donc Ker(P(u)) ∩ Ker(Q(u)) = {0}. On a montré que

Ker((PQ)(u)) = Ker(P(u)) ⊕ Ker(Q(u)).

Q8. Q1 = Pk2

2 et Q2 = Pk1

1 . Puisque P1 et P2 sont premiers entre eux, il en est de même de Q1 et Q2. D’après le théorème
de Bézout, il existe deux polynômes R1 et R2 tels que R1Q1 + R2Q2 = 1.

Q9. • Soit (i, j) ∈ J1,mK2 tel que i 6= j. Puisque deux polynômes en u commutent,

pi ◦ pj = Ri(u) ◦Qi(u) ◦ Rj(u) ◦Qj(u) = Ri(u) ◦ Rj(u) ◦Qi(u) ◦ P
ki

i (u) ◦
∏

l 6=i, l 6=j

Pkl

l (u) = Ri(u) ◦ Rj(u) ◦
∏

l 6=i, l 6=j

Pkl

l (u) ◦ πu(u) = 0

car πu(u) = 0 par définition de πu.

• Puisque R1Q1 + . . . + RmQm = 1, en évaluant en u, on obtient R1(u) ◦Q1(u) + . . .+ Rm(u) ◦Qm(u) = IdE ou encore
p1 + . . . + pm = IdE.

• Soit i ∈ J1,mK.
p2
i = pi ◦



IdE −
∑

j6=i

pj



 = pi −
∑

j6=i

pi ◦ pj = pi

et donc pi est un projecteur.

Q10. Les polynômes (X− λi)
αi , 1 6 i 6 m, sont deux à deux premiers entre eux, car deux à deux sans racine com-

mune dans C. De plus, χu =

m∏

i=1

(X− λi)
αi est annulateur de u d’après le théorème de Cayley-Hamilton ou encore

Ker (χu(u)) = E. D’après le théorème de décomposition des noyaux,

Partie I

Q6. La matrice A est symétrique réelle et donc la matrice A est diagonalisable d’après le théorème spectral.

Π2
1 =

1

4

(

1 −1

−1 1

)(

1 −1

−1 1

)

=
1

4

(

2 −2

−2 2

)

=
1

2

(

1 −1

−1 1

)

= Π1. Donc, Π1 est une matrice de projecteur.

Π2
2 =

1

4

(

1 1

1 1

)(

1 1

1 1

)

=
1

4

(

2 2

2 2

)

=
1

2

(

1 1

1 1

)

= Π2. Donc, Π2 est une matrice de projecteur.
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E = N1 ⊕N2 ⊕ . . .⊕Nm.

Q11. D’après la question Q9,
m∑

i=1

pi = IdE. On en déduit que, pour tout x ∈ E,

x =

m∑

i=1

pi(x) ∈

m∑

i=1

Im (pi) .

Ceci montre que E =

m∑

i=1

Im (pi).

Soit i ∈ J1,mK. Montrons que Im (pi) ∩
∑

j6=i

Im (pj) = {0}. Soit x ∈ Im (pi) ∩
∑

j6=i

Im (pj). Il existe (xj)j6=i
∈ Em−1 tel que

x =
∑

j6=i

pj (xj). D’autre part, x ∈ Im (pi) et donc x = pi(x). On en déduit, d’après la question Q9, que

x = pi(x) =
∑

j6=i

pi (pj (xj)) = 0.

On a montré que, pour tout i ∈ J1,mK, Im (pi) ∩
∑

j6=i

Im (pj) = {0} et finalement que

E = Im (p1)⊕ . . .⊕ Im (pm) .

Q12. On sait que πu est de la forme πu = (X− λ1)
k1 . . . (X− λm)

km avec 1 6 k1 6 α1, . . . , 1 6 km 6 αm.

Pour tout i ∈ J1,mK, puisque deux polynômes en u commutent, pour tout x ∈ E,

(u− λiIdE)
αi (pi(x)) = (u− λiIdE)

ki ◦Qi(u) ◦ (u− λiIdE)
αi−ki ◦ Ri(u)(x)

= πu(u) ◦ (u− λiIdE)
αi−ki ◦ Ri(u)(x) = 0

Donc, Im (pi) ⊂ Ni.

Supposons par l’absurde qu’il existe i0 ∈ J1,mK tel que Im (pi0) ⊂
6=
Ni0 et donc tel que dim (Im (pi0)) < dim (Ni0). On a

alors

dim(E) =

m∑

i=1

(Ni) >

m∑

i=1

dim (Im (pi))

ce qui contredit l’égalité E = Im (p1)⊕ . . .⊕ Im (pm). On a montré que pour tout i ∈ J1,mK, Im (pi) = Ni.

Partie II

Q13. Puisque u est diagonalisable, on sait que πu =

m∏

k=1

(X− λk).

Q14. Les pôles de
1

πu

sont simples. La décomposition en éléments simples de la fraction
1

πu

est de la forme

1

πu

=

m∑

k=1

αk

X− λk
.

où (α1, . . . , αm) ∈ C
m. De plus, pour tout k ∈ J1,mK, αk = lim

x→λk

x− λk

πu(x)
= lim

x→λk

1

Qk(x)
=

1

Qk (λk)
= θk. Donc,

1

πu

=

m∑

k=1

1

Qk (λk) (X− λk)
.

En multipliant les deux membres de l’égalité précédente par πu, on obtient

1 =

m∑

k=1

πu

Qk (λk) (X− λk)
=

m∑

k=1

Qk

Qk (λk)
.



Ainsi, si on pose Ri =
1

Qi (λi)
pour tout i ∈ J1,mK, alors R1Q1 + . . . + RmQm = 1. Les polynômes (constants) R1, . . . ,

Rm, conviennent. Les projecteurs associés sont les pi = Ri(u) ◦Qi(u) =
1

Qi (λi)
Qi(u), 1 6 i 6 m.

Q15. Si m > 2. Alors, m− 1 > 1 puis
m∑

i=1

λiQi

Qi (λi)
et X sont deux polynômes de degré inférieur ou égal à m− 1 (car pour

tout i ∈ J1,mK, deg (Qi) = m − 1).

Soit j ∈ J1,mK. Puisque pour tout i ∈ J1,mK, Qi =
∏

k6=i

(X− λk),

(

m∑

i=1

λiQi

Qi (λi)

)

(λj) =

m∑

i=1

λiQi (λj)

Qi (λi)
=

m∑

i=1

λiQi (λi) δi,j

Qi (λi)
= λj.

Ainsi, les deux polynômes
m∑

i=1

λiQi

Qi (λi)
et X, de degrés inférieurs ou égaux à m − 1, prennent la même valeur en chacun

des m réels deux à deux distincts λ1, . . . , λm. On en déduit que ces deux polynômes sont égaux et donc

X =

m∑

i=1

λiQi

Qi (λi)
(∗).

Si m = 1, le résultat est faux car

m∑

i=1

λiQi

Qi (λi)
=

λ1Q1

Q1 (λ1)
=

λ1 × 1

1
= λ1 6= X.

Soit m > 2. En évaluant en u les deux membres de (∗), on obtient

u =

m∑

i=1

λi
1

Qi (λi)
Qi(u) =

m∑

i=1

λipi.

Cette dernière égalité reste vraie quand m = 1 car si u est diagonalisable et admet λ1 pour unique valeur propre, alors u
et λ1IdE coïncident sur une base de E puis u = λ1IdE = λ1p1.

Q16.

a)A est symétrique réelle et donc A est diagonalisable dans M4(R) d’après le théorème spectral.

A2 =









1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

















1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1









=









4 0 0 0

0 4 0 0

0 0 4 0

0 0 0 4









= 4I4.

b) Par suite, le polynôme X2− 4 est un polynôme annulateur de la matrice A. Le polynôme minimal πA, de la matrice A,
est un diviseur unitaire de ce polynôme, de degré supérieur ou égal à 1. Donc, πA est soit X − 2, soit X + 2, soit X2 − 4.
Maintenant, A 6= 2I4 et A 6= −2I4 et donc πA 6= X− 2 et πA 6= X+ 2. Il ne reste que

πA = X2 − 4 = (X− 2)(X+ 2).

On prend alors λ1 = −2, λ2 = 2 puis P1 = Q2 = X+ 2 et P2 = Q1 = X− 2. Ensuite,

Π1 =
1

Q1 (λ1)
Q1(A) = −

1

4
(A − 2I4) =

1

4









1 −1 −1 −1

−1 1 1 1

−1 1 1 1

−1 1 1 1









et

Π2 =
1

Q2 (λ2)
Q2(A) =

1

4
(A+ 2I4) =

1

4









3 1 1 1

1 3 −1 −1

1 −1 3 −1

1 −1 −1 3









.

c) Soit q > 1. On sait que Π1Π2 = Π2Π1 = 0 et que A = −2Π1 + 2Π2. Puisque les matrices Π1 et Π2 commutent, la
formule du binôme de Newton fournit (en tenant compte du fait que Π1 et Π2 sont idempotents),



Aq = (−2Π1 + 2Π2)
q
=

q∑

k=0

(

q

k

)

(−2)k2q−kΠk
1Π

q−k
2 = (−2)qΠq

1 + 2qΠq
2 = (−2)qΠ1 + 2qΠ2.

Cette dernière égalité reste vraie quand q = 0 car (−2)0Π1 + 20Π2 = Π1 + Π2 = I4 = A0. Donc,

∀q ∈ N, Aq = (−2)qΠ1 + 2qΠ2.

Q17. Posons p = deg (πv) ∈ N∗. Soit P ∈ C[X]. La division euclidienne de P par πv s’écrit P = Qπv+R où (Q,R) ∈ (C[X])
2

et deg(R) < p. En évaluant en v, on obtient

P(v) = Q(v) ◦ πv(v) + R(v) = R(v) ∈ Vect
(

IdE, v, . . . , v
p−1

)

.

Ainsi, C[v] ⊂ Vect
(

IdE, v, . . . , v
p−1

)

puis C[v] = Vect
(

IdE, v, . . . , v
p−1

)

puis dim (C[v]) 6 p. Montrons alors que la famille

(

IdE, v, . . . , v
p−1

)

est une famille libre de C[v]. Soient (α0, . . . , αp−1) ∈ C
p puis P =

p−1∑

k=0

αkX
k.

p−1∑

k=0

αkv
k = 0 ⇒ P(v) = 0 ⇒ P = 0 ⇒ α0 = . . . = αp−1 = 0

car deg(P) < p = deg (πv) et par définition de πv.

Ainsi, la famille
(

IdE, v, . . . , v
p−1

)

est une famille libre de C[v] et finalement une base de C[v]. On en déduit que dim (C[v]) =

p = deg (πv).

Q18. Les pi, 1 6 i 6 m, sont des polynômes en u ou encore les pi, 1 6 i 6 m, sont des éléments de C[u]. Ensuite, pour
tout i ∈ J1,mK, Qi est un polynôme non nul de degré strictement inférieur au degré de πu. On en déduit que, pour tout

i ∈ J1,mK, pi =
1

Qi (λi)
Qi(u) 6= 0.

Vérifions que la famille (p1, . . . , pm) est libre. Soit (α1, . . . , αm) ∈ C
m tel que α1p1 + . . . + αmpm = 0 (∗).

Soit i ∈ J1,mK. On compose les deux membres de (∗) à gauche par pi. Puisque pour j 6= i, pi ◦ pj = 0 et que p2
i = pi, on

obtient αipi = 0 puis αi = 0 car pi 6= 0.

Ainsi, la famille (p1, . . . , pm) est une famille libre de C[u]. De plus, card (p1, . . . , pm) = m = dim (C[u]) (d’après la
question précédente) et donc

la famille (p1, . . . , pm) est une base de C[u].

Q19. Soit n > 2. Soit u l’endomorphisme de C
n canoniquement associé à la matrice élémentaire E1,2. u est nilpotent

d’indice 2 puis πu = X2. Dans ce cas, deg (πu) = 2 puis dim (C[u]) = 2 d’après la question Q17.

D’autre part, m = 1 (u a une valeur propre et une seule, à savoir 0) et donc card (p1, . . . , pm) = 1 < 2 = dim (C[u]). Dans
ce cas, (p1, . . . , pm) n’est pas une base de C[u].

Q20. Soit P = (X− λ1) . . . (X− λm). Posons P = Xm +

m−1∑

k=0

akX
k. Alors

P(u) = um +

m−1∑

k=0

aku
k =

m∑

i=1

λmi fi +

m−1∑

k=0

ak

(

m∑

i=1

λki fi

)

=

m∑

i=1

(

λmi +

m−1∑

k=0

akλ
k
i

)

fi =

m∑

i=1

P (λi) fi

= 0.

Ainsi, on a trouvé un polynôme P, à racines simples dans C et annulateur de u. On sait alors que u est diagonalisable.



A. Etude d’une norme sur L (E)

1) On pose A =

{‖u(x)‖
‖x‖ , x ∈ E \ {0}

}
et B = {‖u(x)‖, x ∈ E, ‖x‖ = 1}.

L’application u est continue sur l’espace vectoriel normé (E, ‖ ‖) car u est linéaire sur l’espace de dimension finie E. Donc,
il existe un réel positif M tel que pour tout x ∈ E, ‖u(x)‖ 6 M‖x‖.
Puisque E 6= {0}, A est une partie non vide de R, majorée par M. On en déduit que A admet une borne supérieure dans R.

Ensuite, B ⊂ A car si x est un élément de E de norme 1, alors x 6= 0 et ‖u(x)‖ =
‖u(x)‖
‖x‖ . D’autre part, pour tout x 6= 0,

‖u(x)‖
‖x‖ =

∥∥∥∥u
(

1

‖x‖x
)∥∥∥∥ ∈ B

car

∥∥∥∥
1

‖x‖x
∥∥∥∥ =

‖x‖
‖x‖ = 1. Ceci montre que A ⊂ B puis que A = B. En particulier, Sup(A) = Sup(B).

2) • D’après la question précédente, ||| ||| est une application de L (E) dans R.

• Soit u ∈ L (E). Soit x0 ∈ E \ {0}. |||u||| >
‖u (x0)‖
‖x0‖

> 0.

On a montré que : ∀u ∈ L (E), |||u||| > 0 (positivité).

• Soit u ∈ L (E).

|||u||| = 0 ⇒ ∀x ∈ E \ {0},
‖u(x)‖
‖x‖ 6 0 ⇒ ∀x ∈ E \ {0}, ‖u(x)‖ = 0 ⇒ ∀x ∈ E \ {0}, u(x) = 0

⇒ ∀x ∈ E, u(x) = 0 (car u linéaire)

⇒ u = 0.

On a montré que : ∀u ∈ L (E), (|||u||| = 0 ⇒ u = 0) (axiome de séparation).

• Soient u ∈ L (E) et λ ∈ K. Pour tout x 6= 0,
‖(λu)(x)‖

‖x‖ = |λ|
‖u(x)‖
‖x‖ 6 |λ| |||u|||. Donc, |λ| |||u||| est un majorant de

{‖(λu)(x)‖
‖x‖ , x ∈ E \ {0}

}
. Puisque |||λu||| est le plus petit de ces majorants, on a montré que |||λu||| 6 |λ| |||u|||.

On suppose de plus λ 6= 0. On applique ce qui précède à λ ′ =
1

λ
et u ′ = λu. On obtient |||u||| = |||λ ′u ′||| 6 |λ ′| |||u ′||| =

1

|λ|
|||λu||| et donc |λ| |||u||| 6 |||λu||| puis |||λu||| = |λ| |||u|||.

Cette dernière égalité reste vraie quand λ = 0 car dans ce cas les deux membres de l’égalité sont nuls. On a montré que

∀ u ∈ L (E), ∀λ ∈ K, |||λu||| = |λ |||u||| (homogénéité).

• Soit (u, v) ∈ (L (E))2. Pour tout x 6= 0,
‖(u+ v)(x)‖

‖x‖ 6
‖u(x)‖
‖x‖ +

‖v(x)‖
‖x‖ 6 |||u||| + |||v|||. Donc, |||u||| + |||v||| est un

majorant de

{‖(u+ v)(x)‖
‖x‖ , x 6= 0

}
. Puisque |||u+v||| est le plus petit de ces majorants, on a donc |||u+v||| 6 |||u|||+ |||v|||.

On a montré que : ∀(u, v) ∈ (L (E))2, |||u+ v||| 6 |||u|||+ |||v||| (inégalité triangulaire).

Finalement, ||| ||| est une norme sur L (E).

3) Par définition de ||| |||, pour tout u ∈ L (E), pour tout x ∈ E, ‖u(x)‖ 6 |||u||| ‖x‖.
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Soit (u, v) ∈ (L (E))2. Pour tout x ∈ E \ {0},

‖uv(x)‖ = ‖u(v(x))‖ 6 |||u||| ‖v(x)‖ 6 |||u||| |||v||| ‖x‖

et donc (puisque ‖x‖ > 0)
‖uv(x)‖
‖x‖ 6 |||u||| |||v|||. Ainsi, |||u||| |||v||| est un majorant de

{‖uv(x)‖
‖x‖ , x 6= 0

}
. Puisque |||uv|||

est le plus petit de ces majorants, on a donc |||uv||| 6 |||u||| |||v|||. On a montré que ||| ||| est une norme sous-multiplicative.

Soit u ∈ L (E). |||u0||| = |||Id||| = Sup

{‖x‖
‖x‖ , x 6= 0

}
= 1 6 |||u||0.

D’autre part, pour k ∈ N
∗, |||uk||| 6 |||u|||× . . .× |||u|||

︸ ︷︷ ︸
k facteurs

= |||u|||k. Finalement,

∀k ∈ N, |||uk||| 6 |||u|||k.

B. Etude de la stabilité en 0 du système linéaire

4) Posons χa =

r∏

i=1

(X− λi)
mi où r ∈ N

∗, les λi sont des complexes deux à deux distincts et les mi sont des entiers

naturels non nuls de somme n.

Puisque les polynômes (X− λi)
mi sont deux à deux premiers entre eux car deux à deux sans racine commune dans C, le

théorème de décomposition des noyaux permet d’affirmer que Ker (χA(a)) =

r⊕

i=1

Ker
(
(a− λiIdCn)

mi
)
. Mais χa(a) = 0

d’après le théorème de Cayley-Hamilton et donc

E =

r⊕

i=1

Ker (a− λiIdCn)
mi .

5) Soit i ∈ J1, rK. Soit u ∈ L (Ei). qiupi est une application linéaire de Cn dans lui-même ou encore un endomorphisme
de Cn. Pour x ∈ Cn, qiupi(x) = qiu (xi) = u (xi) car u (xi) ∈ Ei. Mais alors, pour tout x ∈ Cn,

‖qiupi(x)‖ = ‖u (xi)‖ 6 |||u|||i ‖xi‖ = ‖qipi(x)‖ |||u|||i 6 |||qipi|||c|||u|||i‖x‖.

Ainsi, pour tout x 6= 0,
‖qiupi(x)‖

‖x‖ 6 |||qipi|||c|||u|||i et donc |||qiupi|||c 6 Ci|||u|||i où Ci = |||qipi|||c.

6) Soit i ∈ J1, rK. Deux polynômes en a commutent et en particulier a et (a− λiIdCn)
mi commutent. On sait alors que

a laisse stable Ker (a− λiIdCn)
mi = Ei.

7) Soit (i, j) ∈ J1, rK2.

piqj ∈ L (Ej, Ei). Si j 6= i, pour tout xj ∈ Ej, pi (qj (xj)) = pi (xj) = 0 (car les Ek sont supplémentaires). Donc, si j 6= i,
piqj est l’application nulle de Ej dans Ei.
Si i = j, pour tout xj ∈ Ej, pj (qj (xj)) = pj (xj) = xj et donc pjqj = IdEj

.

Ensuite, pour tout i ∈ J1, rK, qipi est un endomorphisme de Cn puis, pour tout x ∈ Cn, pour tout i ∈ J1, rK, qipi(x) =

qi (xi) = xi. Mais alors, pour tout x ∈ C
n,

r∑

i=1

qipi(x) =

r∑

i=1

xi = x. Par suite,

r∑

i=1

qipi = IdCn .

8) Soit i ∈ J1, rK. qiaipi est bien défini et est un endomorphisme de Cn. Ensuite, pour tout x ∈ Cn,

qiaipi(x) = qipiaqipi(x) = qipi (a (xi)) = a (xi)

car Ei est stable par a. Mais alors, pour tout x ∈ Cn,

r∑

i=1

qiaipi(x) =

r∑

i=1

a (xi) = a

(
r∑

i=1

xi

)
= a(x).

On a montré que a =

r∑

i=1

qiaipi.



9) Montrons par récurrence que pour tout k ∈ N, ak =

r∑

i=1

qia
kpi.

•
r∑

i=1

qia
0
ipi =

r∑

i=1

qipi = IdCn = a0 d’après la question 7). L’égalité est vraie quand k = 0.

• Soit k > 0. Supposons que ak =

r∑

i=1

qia
kpi. Alors

ak+1 = aka =

(
r∑

i=1

pia
k
i qi

)


r∑

j=1

qjajpj


 (par hypothèse de récurrence)

=
∑

(i,j)∈J1,rK2

qia
k
i piqjajpj =

r∑

i=1

qia
k
i aipi (d’après la question 7))

=

r∑

i=1

qia
k+1
i pi.

Le résultat est démontré par récurrence. On en déduit que pour t ∈ R et N ∈ N,

N∑

k=0

1

k!
(ta)k =

r∑

i=1

qi

(
N∑

k=0

1

k!
(tai)

k

)
pi.

Maintenant, pour tout i ∈ J1, rK, l’application ϕi : L (Ei) → L (Cn)

h 7→ qihpi

est continue sur L (Ei) car linéaire sur

l’espace de dimension finie L (Ei). On en déduit que pour t ∈ R,

eta = lim
N→+∞

N∑

k=0

1

k!
(ta)k = lim

N→+∞

r∑

i=1

ϕi

(
N∑

k=0

1

k!
(tai)

k

)

=

r∑

i=1

ϕi

(
lim

N→+∞

N∑

k=0

1

k!
(tai)

k

)
=

r∑

i=1

ϕi

(
etai

)

=

r∑

i=1

qie
taipi.

10) Soit t ∈ R. Soit i ∈ J1, rK. Les endomorphismes t (ai − λiIdEi
) et tλiIdEi

(de Ei) commutent. Donc

etai = et(ai−λiIdEi)+tλiIdEi = et(ai−λiIdEi)etλiIdEi

= etλi

+∞∑

k=0

1

k!
(t (ai − λiIdEi

))
k

= etλi

mi−1∑

k=0

tk

k!
(ai − λiIdEi

)
k
(car Ei = Ker

(
(ai − λiIdCn)

mi
)
.

Puisque ||| |||i est une norme, sous-multiplicative, sur L (Ei),

|||etai |||i 6
∣∣etλi

∣∣
mi−1∑

k=0

|t|k

k!
|||ai − λiIdEi

|||ki .

11) On pose C = Max {Ci, I ∈ J1, rK} et M = Max
{
|||ai − λiIdEi

|||ki , 1 6 i 6 r, 0 6 k 6 mi − 1
}
.



Soit t ∈ R.

|||eta|||c 6

r∑

i=1

|||qie
taipi|||c 6

r∑

i=1

Ci|||e
tai |||i (d’après la question 5)

6

r∑

i=1

Ci

∣∣etλi
∣∣
mi−1∑

k=0

|t|k

k!
|||ai − λiIdEi

|||ki

6 CM

r∑

i=1

eRe(tλi)

mi−1∑

k=0

|t|k

k!

6 CM

n∑

k=0

|t|k

k!

r∑

i=1

etRe(λi).

Le polynôme P = CM

n∑

k=0

Xk

k!
est un polynôme tel que pour tout réel t,

|||eta|||c 6 P(|t|)

r∑

i=1

etRe(λi).

12) Soit t ∈ R. Pour tout x ∈ Rn \ {0},

‖etuA(x)‖
‖x‖ =

‖etva(x)‖
‖x‖ 6 |||etvA |||c.

|||etvA |||c est un majorant de

{‖etuA(x)‖
‖x‖ , x ∈ Rn \ {0}

}
. Puisque |||etuA |||r est le plus petit de ces majorants, on a donc

|||etuA |||r 6 |||etvA |||c. On a montré que

∀A ∈ Mn(R), ∀t ∈ R, |||etuA |||r 6 |||etvA |||c.

13) On note que u = uA.

On sait que pour tout réel t, gx0
(t) = etu (x0).

• Supposons que pour tout x0 ∈ Rn, lim
t→+∞

‖gx0
(t)‖ = 0. Soit λ une valeur propre de A dans C puis Z ∈ Mn(C) \ {0} un

vecteur propre associé. On note encore z le vecteur de Cn canoniquement associé à Z et on pose z = x0 + ix1 où x0 et x1
sont deux éléments de Rn.

On sait que, pour tout réel t, etvA(z) = eλtz. On en déduit que pour tout réel t,

∥∥eλtz
∥∥ =

∥∥etvA(z)
∥∥ =

∥∥etvA (x0) + ietvA (x1)
∥∥ =

∥∥etu (x0) + ietu (x1)
∥∥ = ‖gx0

(t) + igx1
(t)‖

6 ‖gx0
(t)‖+ |i| ‖gx1

(t)‖ = ‖gx0
(t)‖+ ‖gx1

(t)‖ .

D’autre part, pour tout réel t,
∥∥eλtz

∥∥ =
∣∣eλt

∣∣ ‖z‖ = etRe(λ)‖z‖. Puisque lim
t→+∞

(‖gx0
(t)‖+ ‖gx1

(t)‖) = 0, on en déduit

que lim
t→+∞

etRe(λ)‖z‖ = 0 puis que lim
t→+∞

etRe(λ) = 0 car ‖z‖ 6= 0 et enfin on en déduit que Re(λ) < 0.

Ainsi, si pour tout x0 ∈ Rn, lim
t→+∞

‖gx0
(t)‖ = 0, alors Sp(A) ⊂ R∗

− + iR.

• Supposons que Sp(A) ⊂ R∗

− + iR. On note λ1, . . . , λr, les valeurs propres deux à deux distinctes de A dans C. D’après

la question 11, il existe un polynôme P tel que pour tout réel t, |||etvA |||c 6 P(|t|)

r∑

i=1

etRe(λi).

Soit x0 ∈ Rn. Pour tout réel t,

‖gx0
(t)‖ =

∥∥etu (x0)
∥∥ 6 |||etu|||r ‖x0‖

6 |||etvA |||c ‖x0‖ (d’après la question 12)

6 ‖x0‖P(|t|)
r∑

i=1

etRe(λi).



Puisque pour tout i ∈ J1, rK, Re (λi) < 0, on a lim
t→+∞

‖x0‖P(|t|)
r∑

i=1

etRe(λi) = 0 d’après un théorème de croissances

comparées. On en déduit que lim
t→+∞

‖gx0
(t)‖ = 0.

Ainsi, si Sp(A) ⊂ R∗

− + iR, alors pour tout x0 ∈ Rn, lim
t→+∞

‖gx0
(t)‖ = 0.

14) On suppose que la numérotation des valeurs propres de A a été effectuée de sorte que Re (λ1) 6 . . . 6 Re (λr) < 0.

On pose α = −
1

2
Re (λr) de sorte que α > 0. Pour tout réel t,

eαt|||etu|||r 6 eαt|||etvA |||c 6 P(|t|)eαt

r∑

i=1

etRe(λi) 6 rP(|t|)etαetRe(λr) = rP(|t|)e
tRe(λr)t

2 .

D’après un théorème de croissances comparées, lim
t→+∞

rP(|t|)e
tRe(λr)t

2 = 0. Puisque d’autre part, la fonction t 7→ rP(|t|)e
tRe(λr)t

2

est continue sur [0,+∞[, cette fonction est en particulier bornée sur [0,+∞[. Donc, il existe C2 > 0 tel que, pour tout réel

positif t, rP(|t|)e
tRe(λr)t

2 6 C2 puis pour tout réel t, eαt|||etu|||r 6 C2 et finalement, pour tout réel t, |||etu|||r 6 C2e
−αt.

On a montré que si toutes les valeurs propres de A ont une partie réelle strictement négative, il existe deux réels strictement
positifs C2 et α tels que

∀t ∈ [0,+∞[, |||etu|||r 6 C2e
−αt.

Soit alors x0 ∈ Rn. Pour tout réel positif t, ‖gx0
(t)‖ = ‖etu (x0)‖ 6 |||etu|||r ‖x0‖ 6 C2 ‖x0‖ e−αt.


