Mines MP2 2018
Un corrigé

1 Quelques exemples

1. Pour tout réel 8, on a

() 0N

Comme cos (et sin) prennent une infinité de valeurs, | I3 admet une infinité de racines carrées ‘
Par ailleurs, pour tout P € C[X], P(l2) = P(1)I2 qui est une racine carrée de I si et seulement
si P(1)2 =11ie. P(1) € {1,—1}. Ainsi,

’Les seuls polynomes en I» qui sont des racines carrées de Iz sont I» et —Io ‘

2. On vérifie que
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et A possede donc une infinité de racines carrées.
Comme A? = 0, pour tout polynome P € C[X], P(A) € Vect(I3, A) et s’écrit donc P(A) =
als 4+ BA. On a alors

P(A)? = oI 4 2064
Si, par 'absurde, P(A)? = A alors (comme (I3, A) est libre) a? = 0 et 2a8 = 1 ce qui est
impossible (v = 0 entraine af = 0).

’Aucune racine carrée de A n’est un polynoéme en A‘

3. Comme A est symétrique réelle, le théoréeme spectral nous indique qu’elle est orthodiagonalisable,
c’est-a-dire qu'il existe P € O, (R) telle que

P7'AP = D = diag(\1, ..., \n)

les \; étant les valeurs propres de A, supposées ici positives.
- Existence : posons

B =PAP™! avec A =diag(\/A1,...,V\n)

Comme P est orthogonale (P~! = PT), B est symétrique. Ses valeurs propres sont les
vAi > 0. B est donc définie positive. Enfin,

B?2=PA’Pl=pPDP =4

et B est une racine carrée de A.

- Unicité : soit B symétrique définie positive telle que B?> = A. Comme B et A commutent,
tout sous-espace propre pour A est stable par ’endomorphisme b canoniquement associé a
B. Si X est valeur propre de A, b induit sur F)(A) un endomorphisme b).

Comme b est diagonalisable, by I'est aussi. Si p est valeur propre de by et x un vecteur
propre associé, alors p%z = b3 (z) = a(x) = Az (on note a I'endomorphisme canoniquement
associé a A et on a a(x) = A\x car x € E)(A) puisque x est vecteur propre pour by défini
sur cet espace). Ainsi u? = \ et comme les valeurs propres de b (et donc celle de by) sont
positives, u = Vv

On vient de voir que b agit comme v/ sur E)(A). Comme A est diagonalisables, ses sous-
espaces propres sontg supplémentaires dans R™ et b est donc parfaitement définie. B est
donc unique.



Avec des notations classiques (S;F T (R) désigne 'ensemble des matrices symétriques réelles définies
positives).

A € 8§ (R) admet une unique racine carrée dans S;F*(R)

2 Existence et calcul d’une racine carrée

4. U? et T étant triangulaires, elles sont égales si et seulement si elles ont méme triangle supérieur.
La condition d’égalité des termes diagonaux donne

Vi € {1, . ,n}, uii = tm‘

Pour j >i,ona (up;j =0sik>jetu, =0sii>k)

n J Jj—1
2
(U = E Uj kU, = E Uj UL, j = Uj iU 5 + E Ui kUK, + Ui jUj, 5
k=1 k=i k=it1

La condition d’égalité du terme d’indice (i,7) avec j > i est donc

J—1
(i + uj)uig = tig— D ikt (%)
k=i+1
ug; =t (1<i<n)
U? =T — j=1 o
(i +ujjuig =ti;— > wipup; (1<i<j<n)
k=i+1

Soit z € C*. z admet deux racines carrées opposées que 1’on écrit a + ib et —a — ib avec a,b € R
nous tous deux nuls. En choisissant la bonne racine, on peut alors affirmer que z possede une
racine qui est soit de partie réelle > 0 soit de partie réelle nulle et de partie imaginaire > 0.
Ici, tous les t; ; sont non nuls car 7" est inversible et admettent donc une racine carrée u; ; ayant
la propriété précédente. Grace a cette propriété, Vi, j, u;; + u;; # 0 (soit la partie réelle est
> 0, soit elle est nulle et alors c’est la partie imaginaire qui est > 0).

En faisant ce choix pour les u;, les formules (x) pour j = i+ 1 permettent d’obtenir u; ;11 pour
tout i € {1,...,n—1}.

Les formules (x) pour j = i 4+ 2 permettent alors d’obtenir u; ;42 pour tout i € {1,...,n — 2}
(les uy, du membre de droite ont déja été définis).
On peut ainsi, par récurrence, obtenir les u; ; pour j —i =1,2,...,n — 1 et obtenir une solution

au systeme.

’Une matrice triangulaire supérieure inversible admet une racine carrée

5. Dans M,,(C), toute matrice est trigonalisable. Il existe donc P inversible telle que P~*AP =T
est triangulaire. T est aussi inversible (semblable & A) et admet une racine carrée U. PUP™!
est alors une racine carrée de A.

Toute matrice inversible admet une racine carrée‘

Les valeurs propres de A sont les coefficients diagonaux de T'. Si les t;; sont dans C alors une
racine carrée de ¢;; n’est pas imaginaire pure. Ainsi, le choix fait ci-dessus des u;; donne une
racine carrée U de ¢ dont les valeurs propres (les w;;) sont de partie réelle > 0. Ces valeurs
propres sont aussi celles de PUP~! (deux matrices semblables ont méme spectre). Ainsi,

Si Sp(A) C C alors A admet une racine carrée  valeurs propres de partie réelle > 0




3 Algorithme de Newton

6. On a
2

n
§ a; kg ;

k=1

1AB2 =33

i=1 j=1

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™ pour obtenir

n
<Z ik - |bk,j
h—1

Les deux combinés (avec 'inégalité triangulaire) donnent

IABIP <> ( jaig> > |bk,j|2) — [l4]2|1B)?
k=1 k=1

i=1 j=1

n

2 n
) < aikl? Y bkl
k=1

k=1

Le passage a la racine carrée étant croissant,

[IAB| < | A]lBIl]

7. Comme on est dans C, le polynéme minimal de A s’écrit

ma= J[ (x-n®

AESP(A)

On a donc
ma(B)= [] (B-AL)™
A€ESp(A)

Cette matrice est inversible si et seulement si tous ces facteurs le sont (le voir, par exemple,
en passant au déterminant) c’est a dire si aucune valeur propre de A n’est valeur propre de B
(B — zI,, étant inversible ssi z n’est pas valeur propre de B). Ceci s’écrit

’m A(B) est inversible si et seulement si A et B n’ont aucune valeur propre commune

Supposons qu’il existe M non nulle telle que AM = M B. Montrons tout d’abord, par récurrence,
que
VpeN, APM = M BP

- Initialisation : c¢’est immédiat si p = 0.
- Hérédité : supposons le résultat vrai au rang p. On a alors

APHIN = AAPM = AMBP = MBBP = M BPH!

ce qui donne le résultat au rang p + 1

Par combinaisons linéaires, on en déduit que
VP e C[X]|, P(A)M = M P(B)

En prenant P = my4, on en déduit que Mm4(B) = 0. Comme M # 0, ma(B) est non inversible
et A et B ont une valeur propre en commun.

|(3M #0/ AM = MB) = Sp(4) NSp(B) # 0|




8.

10.

11.

A et B ont une valeur propre commune ), il en est donc de méme de A et B” (une matrice et
sa transposée ont méme polynoéme caractéristique et donc méme spectre).

On peut donc X un vecteur propre pour A et Y un vecteur propre pour BT associés & A. On a
alors M = XY7T qui vérifie AM = MB = AM. De plus, M est non nulle (il existe i et j tels que
x; # 0 et y; # 0 et alors M, ; = z;y; # 0).

|(GM #0/ AM = MB) <= Sp(A)NSp(B) # 0|

. Ona

FIX4+H) -FX)=(X+H)?-X?=HX+ XH + H*

H s HX + HX est linéaire et | H?|| < HHH2 = (HHH) Par définition de la différentielle en X,
on a donc

\VH € M,(C), dFx(H) = XH + HX |

Supposons dFx inversible. Alors XH + HX = 0 implique H = 0 (caractere injectif de I’endo-
morphisme dFx). XM = M(—X) n’admet alors pas de solution non nulle donc X et —X n’ont
pas de valeur propre en commun. Les valeurs propres de —X étant les opposées de celles de X,
il n’existe aucun complexe z tel que z et —z soient valeurs propres de X.

Réciproquement, si cette condition a lieu alors X H + HX = 0 implique H = 0 et dF’x est injectif
et donc inversible (endomorphisme injectif en dimension finie).

’dF x € GL(M,,(C)) ssi il n’existe aucun complexe z tel que z et —z soient valeurs propres de X

’Cette condition implique l'inversibilité de X | car sinon 0 et —0 sont valeurs propres de X.

Par définition X* = v/A a des valeurs propres qui sont toutes de partie réelle > 0. Il n’y a donc
pas de valeur propre z telle que —z soit aussi valeur propre et ’dFX* est inversible |.

F étant de classe C! sur M,,(C) (théorémes d’opérations) I'application X + dFx est continue
de M,,(C) dans £(M,,(C)). L’image réciproque de l'ouvert GL,(C) par cette application est
donc un ouvert de M,,(C). Cet ouvert contient X* et donc aussi une boucle centrée sur X*.
Ainsi

Ir >0/ VX € B(X*,r), dFy € GL,(C)

Par définition de X*, F(X*) = (X*)? = A=A — A =0. Ainsi
G(X*) = X* — (dFx+) " (F(X")) = X*

puisque (dFx+)~"! est linéaire et envoie 0 sur 0 : .
On a de méme (en notant que F(X*+ H) = (X*+ H)> - A= X*H + HX* + H?)
G(X*+H)=X"4+H—(dFx+yg) "(F(X*+H)) = X*+H— (dFx+yp) " (X*H+HX*+ H?)
et en faisant la différence

G(X*+H)—G(X*)=H — (dFx-4+g) (X*H + HX* + H?)
Remarquons que

dFxypg(H) = (X*+ H)H + H(X*+ H) = X*H + HX* + 2H*

On a donc

G(X*+ H) - G(X*)=H — (dFx+yp) "(dFx-yu(H) — H?)
Par linéarité de (dFx+yz)~!, on a ainsi

G(X*+ H) = G(X") = H — (dFx+1) " (dFx+ 11 (H)) + (dFx+ 1)~ (H?)

Comme (dFx« g) Y (dFx«1g(H)) = (dFx+yp) " odFx«yg(H) = H, on conclut que



12.

13.

G(X*+ H) = G(X*) = (dFx+ )" (H?)

Par ailleurs, on a
dFx« g(M)=(X*"+H)M + M(X*+ H)
dFx« o (Id + (dFx+)"t o dFy)(M) = dFx+(M + (dFx~)""(MH + HM))
= dFx«(M)+ dFx- o (dFx-)"Y(MH + HM)
= X*M+MX*+MH+ HM
Ainsi
dFx«yg = dFx« o (Id+ (dFx-)"' o dFy)

Il reste a passer a l’inverse pour conclure que

(de*_i_H)il = (Id + (dF)(*)il o dFH)il o (de*)il

On va conclure en utilisant la notion de norme subordonnée (qui n’est pas au programme).
Soit (E, ||.||) un espace de dimension finie (disons p) que 'on munit d’une base. On peut alors
identifier L(E) & M,(C) et donc munir £(F) de la norme ||.|| du début de la partie (notée comme
la norme sur E, mais ce n’est pas la méme). On montre alors comme en question 6 que

Vu € L(E), Vo € B, [Ju(z)|| < |lul - =] (%)
Ici, l'espace considéré est E = M, (C) (muni de ||.| du début de la partie par exemple). On
munit 'espace L(M,,(C)) de la norme, notée ||.||, définie ci-dessus.

F étant de classe C! sur M,,(C) et le passage & I'inverse étant continu sur GL(M,,(C)), X ~
(dFx)~! est continue sur B(X*, 7). Cette boule fermée étant un compact, I’application est bornée
sur ce compact et

3C/ VX € B(X*,r), |(dFx)7'| < C
On en déduit, avec la propriété (x) et la question précédente, que

VH € B(0,7), [|G(X* + H) = G(X)| < |(dFx1m) " | H?|| < C|lH?|

La question 6 donne ||H?|| < ||H||? et ce que I'on a montré donné donc

13C >0/ VX € B(X",7), [G(X) - X*|| < C|X - X|?|

Pour k = 0, I'inégalité a prouver est || X — X*|| < % sous la seule hypothese || X* — Xy < p.
Cela me semble impossible. Je vais donc prouver un résultat 1égérement différent.

On choisit p = min(r,1/C,r/C) et on suppose que Xo € B(X™*, p). Montrons par récurrence sur
k > 0 que Xj est bien défini et qu’on a la majoration

k
(pC)?
X, — X*|| < P2
15— x7) < P
- Initialisation : X est bien défini et || Xo — X*|| < p= %. Le résultat est vrai au rang 0.

k
- Hérédité : on suppose le résultat vrai & un rang k. On a alors || X — X*|| < %. Comme
pC <1, (pC)%" < pC (car 2% > 1) et donc
Xk = X" <pC <

Comme X € B(X*,r), dFx, est inversible et Xy existe bien. De plus

ok 2 ok+1
| Xps1 — X*| = [G(XR) — GXO)|| < ClX, — X[ < C <(p? ) = (’)Cg

ce qui prouve le résultat au rang k + 1.
On peut en fait réduire la constante p autant que 'on veut. Cela signifie que

’Pourvu que X soit assez proche de X*, (X}) converge vers X*

5



4 Forme équivalente

14. On suppose (Xj) bien définie. En particulier, dF, est inversible pour tout k. Montrons par
récurrence sur k que Uy est bien défini et que Up = Xj.

- Initialisation : le résultat est immédiat pour k = 0.

- Hérédité : supposons le résultat vrai au rang k. Comme X, = Uy, dFy, est inversible et il
existe une unique matrice Hy, telle que Uy Hy + HyUp = A — U, ]3 et c’est

Hy, = (dFx,) ™ (A = X}) = (dFx,) " (= F(Xy)) = —(dFx,) " (F (X))

Ainsi Uk est bien défini et vaut X, 1.

Réciproquement, on suppose (Uy) bien définie et on pose Xy = Uy. Montrons par récurrence sur
k que X} est bien défini et que X = Uy

- Initialisation : le résultat est immédiat pour k = 0.

- Hérédité : supposons le résultat vrai au rang k. Comme Uy est bien définie, Uy M +MU), =
A—-U, ,3 admet une unique solution c’est & dire que dFx, (M) = A — X,f admet une unique
solution.

Soit ¢ un endomorphisme d’un espace F de dimension finie. Pour a € FE, I’ensemble des
solutions de I’équation ¢(x) = a (d’inconnue = € E) est soit vide soit un espace affine dirigé
par le noyau de . S’il existe un a pour lequel 'ensemble des solutions est un singleton,
c’est donc que ¢ est injective (noyau de dimension 0) et, par dimension, ¢ est inversible.
Ici, on en conclut que dFx, est inversible et que X} est bien défini. Le méme calcul que
plus haut montre que Xy11 = Ug11.

Si Xo = Uy, (Ug) et (Xx) sont simultanément bien définies et égale dans ce cas

15. On procede encore par récurrence pour montrer que pour tout entier k, V), est bien définie et
que Uy = Vi, commute avec A.

- Initialisation : le résultat est immédiat pour k = 0.

- Hérédité : supposons le résultat vrai & un rang k. Avec la question précédente (et comme
on suppose les condition vérifiées), dFy, = dFx, est inversible et la question 9 indique que
Vi = Uy, est inversible. V1 est donc bien définie.

Posons Gy = 2(U;;'A — Ug). On a

1 _ 1
UGl + GpU, = §Uk(Uk "A-u) + §(Uk A —uyu,
1
= A+ U, 'AUy) — U

= A- U,? car AU, = U, A
Ainsi, Ugy1 = U+ G = Vi + %(kalA — Vi) = Vi41. De plus, comme Vi et A commutent,
il en est de méme de Vk_1 et A et donc de Vi1 et A.

16. Prouvons par récurrence que eq, ..., €, sont propres pour Vj et en notant A ; les valeurs propres
correspondantes, que A;; > 0 pour tout i. Remarquons que I'hypothése au rang &£ donnera le
caractere défini positif de V}, puisque Vi sera diagonalisable en b.o.n. (on peut choisir ainsi les
e;) a valeurs propres > 0. En particulier aussi, Vj sera inversible.

- Initialisation : le résultat est vrai pour k =0 et A\g; = p

- Hérédité : supposons le résultat vrai pour un rang k. On a alors
1 -1 ]. -1
Vit1€i = i(Vkei + Vk Ae;) = 5()\]“;61‘ + )\in €i)

6



Comme Vie; = A e; et Vj, inversible, on a kaleiﬁei. Finalement,
N

1 /\i
i= 5|\ Mt )&
Vi€ 2( k, +>\m>6

)

Comme les % (Akn‘ + Cj) sont positifs, on a le résultat au rang k + 1.

1 A
Vi € SFT(R) et Yk, Myre = = (Ao +
y 2 9 )\k7£

17. On prouve le résultat par récurrence sur k.

- Initialisation : On a

1 by, 1 A
AMe== Ao+ 28) =2 il
1,6 2( 0,£+)\07€> 5 (lH' M)

Le calcul donne alors (méme calcul que dans ’hérédité)

M — Vi (u—\//\?)Q

MotV itV

ce qui donne le résultat au rang 0.

- Hérédité : on suppose le résultat vrai jusqu’a un rang k — 1 > 0. On a (avec les formules de

la question 16)
1 2
Mgl + VA= e (Ak,z + Az)

1 2
Akt1,6 — Ve = 3™ (Ak,z - \/E)

Le quotient donne le carré de la quantité au rang k — 1 ce qui permet d’obtenir le résultat
au rang k.

2k+1

Net1,6 — Ve (M — \/)\7>

et Ve \pu+ vV

18. Comme Vj a les mémes vecteurs propres que A, elle est diagonalisable via la méme matrice de

passage :
Vk‘ = Pdlag(AkJ, ey )\k,n)PT

Comme p et les Ay sont > 0, 0on a0 < pu— A < p+ /A et la question précédente donne
| Ak+1,6 — Ve
im ——~ T - —
k=400 Agt1,0 + VA

Ak41,0—V e

En notant U = m,

on a

Aot se(ur — 1) = v/ Ag(—up — 1)

Comme uy, — 0, on conclut que A\g41,¢ — /. Ainsi, la suite de terme général diag(Ap 1,. .., k)
est convergente de limite diag(v/A1,...,v\n). Par continuité de M ~ PMMT,

’ (Vi) converge vers I'unique racine carrée définie positive de A‘




5 Stabilité

19. Notons que les colonnes de P sont les vecteurs propres e;. En particulier, on a

VoCj = V/AiCj

et donc aussi 1

Moy

et comme V) est symétrique, on obtient en transposant

Vo 'Cj=—=C;

1
CIVo=NC] et Cf Vi =—=C]

o

On en déduit en particulier que

1 1
AVl = ——A et VilA= A
0 N 0 oy
On en déduit aussi que
1 1
AVIAV = —A? = —C 07 C; CF
Vo AV = 5 G0 GiC

=0
la nullité étant due au fait que les colonnes de P forment une base orthonormeée.
On forme alors le produit

(Vo + A)(Vy ' = Vo 'AVy ) = L — AV AV, = 1,

et on en déduit que Vp + A est inversible avec

(o+a)" = v 1A

On en déduit que
—~ 1
Vi=s(Vo+A+ (V5! = VA ha)

et on a aussi

1
Vi= 5o+ Vi)

En formant la différence, on en déduit que

1
A= (A- Vo tAVy T A)

20. Supposons que 1//; = VA + nFA. Comme ci-dessus (en remplacant & par en®) on a (rappelons

que Vo = VA) X

et ainsi
_ 1~ 1
Vier = SV + Vi 4)

1
= S(VA+ A+ VT A=tV AV A)



On vérifie que VoflA = /A avec Pexpression obtenue en question 3 de la racine carrée d’une
symétrique définie positive. On utilise aussi les remarques du début de question 19 pour obtenir

WkA—Wk‘/()_lAVo_lA_nkA—nkVo_lAVO_Uk<1— i\‘])A

On en déduit que
— k bV
Vk+1:VA—|—772<1— A

On va ainsi pouvoir prouver par récurrence que

‘//ZZ\/Z—H]kAavecn:%(l— ;‘z)

21. Pour que (‘//;) converge, il faut et suffit que n €] — 1, 1] c’est a dire que % < 9 (ce quotient est

i

positif).

’Il suffit que le conditionnement soit strictement inférieur a 9‘




