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Généralisation d’une intégrale de Dirichlet et application

Le but de ce sujet est de calculer I'intégrale de Dirichlet généralisée

2p+1

/0+oo 1-— (cos(t)) "

t2

et d’utiliser ce calcul pour évaluer une espérance.

Partie | : Calcul d’une intégrale

Dans tout ce qui suit, = est un élément de |0; 1] fixé.

1 > Montrer que pour tout 6 €]—m;7[, la fonction f définie par

f :]0;400] — C

tm—l
t— ————
1+ tel?
est définie et intégrable sur ]0; +o0].
Soit r la fonction définie par
r:]—m;n[— C
400 txfl
s [
0o 1+tel

2 > Montrer que la fonction r est de classe C! sur |—7 ;7| et que :

R / _ s if oo t*
vo & —mal. '(0) = —ic” | Ty &

Indication : soit B €]0; [, montrer que pour tout 6 € [—f; ] et t € [0, +o0],
11+ te?)? > |1 + te®|? = (t + cos(B))? + (sin(B))%.
Soit ¢ la fonction définie par
g :|—mmn—C

0 — eixe/

400 tz_l
— dt
o 1+te




3 > Montrer que la fonction g est de classe C! sur | — ;7| et que pour tout 6 €] —; [,

. +o00
J(0) = iei®? / R(1) dt,
0
ol h est la fonction définie par

h :]0; 400 — C

t.’L’
t —_—
T 1t
Calculer h(0) et
lim h(t).
t——+o00

En déduire que la fonction g est constante sur | — m; 7[.

4 > Montrer que pour tout 0 €]0; 7|,

1 t*

9(6) sin(at) = 7 (9(=0)e™" — g(6)e™") = sin(6) /0+OO P 1 2tcos(®) 110

5 > En déduire que :

+oo (u sin(6) — COS(H))QC

6 €)o; 6) sin(6z) = / du,
v 6]0771-[7 g( )Sln( x) cotan(0) 1 +u2 “
ou cotan(f) = C?SEZ)).
sin

6 > Montrer, en utilisant le théoréeme de convergence dominée, que :
+oo du
lim g(6)sin(zf) = / -
Am g(0)sin(z0) = | 13

7 > En déduire que

+oo ol T
/ dt = ——.
o 1+t sin(mz)

Partie Il : Une expression (utile) de la fonction sinus

On rappelle que z est un élément de ]0; 1] fixé.

8 > Montrer que

400 tx—l 1 tx—l =
- [ e
/0 I+t o \1+¢ * I+t



9 > Montrer que :

1tx—1 +o0 _1k
/ dt:Z( S
o 1+1 okt

10 > Etablir 'identité

+00 t:rfl +o0 (_1)71 +o0o (_1)n
=S 2 S
/0 1+ Zn+x+zn+1—x

n=0 n=0

11 > En déduire que l'on a
T B l +00 2(—1)”1’
_ -

sin(rz)  x ‘moniP-ux

12 > En déduire enfin que :

X 2(—1)"y sin(y) sin(y)
. 3 —1— /.
vy G]O ) 7T[7 — y2 _ n27r2 y

Partie Ill : Calcul d’une intégrale de Dirichlet généralisée

13 > Montrer que l'intégrale

2p+1
+o00 1 — ( cos(t
/ (cos(t)) iy
0 12
converge et que :

2p sin(t)
t

/+oo 1- (cos.(t))QpJrl

- dt.

+oo

dt =(2p+1) / (cos(t))
0

14 > Montrer que pour tout n € N* :

/g“”r | (Cos(t)>2p sin(¢) qf — /Og (Cos(t))Zp 2(—1)"tsin(t) i@t

SH+n—1 t t2 — n2n?

15 > En déduire que :

/:OO (COS(t))Qp sir;(t) dt = /072r (cos(t)>2p< JFZO:O W) dt.

2.2
n=1 nem

2

16 > En déduire que :

™

[ o =8 [

t
Dans le cas p = 0, cette intégrale est communément appelée “Intégrale de Dirichlet”

17 > Montrer que :

(cos(t)” = o= ((2;”) #2350 (%) costetp - k>t>) .

k=0
it | o—it\ 2
Indication : On pourra développer (etgiet) g

18 > En déduire que :
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Avertissement. Il y a stirement des coquilles dans ce corrigé. Il y en a également dans le sujet original.

Partie I : Calcul d’une intégrale

1. Soit ¢t > 0. Supposons 1 + te*? = 0. Alors :

te’ = -1 donc t = [te?| = 1.
On en déduit € = —1 ce qui est absurde car § € |—m, 7[.
Ainsi, la fonction ¢ — 1:% est bien définie, et continue (par opérations) sur RY .
Etude en 0. On a I’équivalent simple suivant :
T e
1+ te'?

qui montre que f est intégrable en 0, par comparaison & un exemple de Riemann (z—1 > —1).
Etude en +0co0. On a:
e 1
f(t) ~ P O(ﬁ?)
donc f est intégrable en 400, par comparaison & un exemple de Riemann (2 —z > 1).
En conclusion, f est bien définie et intégrable sur R

2. Pour tout (t,0) € RY x ]—m, x|, on pose :

twfl
g(t,0) = [
z—1
Soit ¢ > 0. La fonction 6 — 15109 est de classe C! sur |—m, [ et de dérivée :
tzieig
7 ey

Pour tout 6 € |—m, [, la fonction ¢ — g(t,0) est intégrable sur RY .
Hypothése de domination. Soit 3 € ]0,n[. Soit t € R% et 0 € [}, 3].

On a: 5 o o o
8—?(:&,9)’ Tt T4+ 2tcos0 = 112 +2cosB
>cos y

=pp(t)

La fonction (g est bien définie et continue sur Ry et :

~ 2 — 1
wg(t) Yo e avee x> 1,
ce qui montre que @g est intégrable sur R, et fournit I’hypothése de domination sur tout
segment.



Conclusion : r est de classe C! sur |—m, 7| et :
, 0 +oo tz
Vo € ]—7'[',77[ r (9) = —ie /O mdt
. Tout d’abord, la fonction h est de classe C' sur R% et :
1 0

e
Vi>0 h(t) =t ! N —
(t)== 1+ te® (1 + te?)?

Les fonctions 6 +— €% et r sont de classe C* sur |-, w[. Par produit, g est de classe C! sur |—m, 7|
et :
VO € —m, [ ¢'(0) = (izr(0) + ' (9))e™’.

Par linéarité de 'intégrale on en déduit :

Vo € —m, [ ¢ (0) = ie™? /+O<> mtx_l. - eié’tw' dt = ie'*? /+OO B'(t) dt.
’ 0 1 + tew (1 + t620)2 0

Limite de h en 07. Comme x > 0, on a, par opérations :

h(t) —— 0.
t—0+

Limite de h en +oco. On a I’équivalent simple suivant :

e—if
avec 1—x>0.

h(t)

t—;:-oo -z
On en déduit :
h(t) —— 0.

t——+o0

+oo
D’apreés ce qui précéde, 'intégrale / h' est convergente et :
0

00 o+

+oo
/ h' =limh —limh = 0.
O +
On en déduit :
Vo el-mna[ ¢(0)=0
donc g est une fonction constante sur U'intervalle |—m, 7].
. Soit 0 € )0, x[. Alors (0, —6) € ]—m, «[*> donc, par la question précédente :

ei:cG _ efia:e

o(-0)=g(6) puis o (o(~0)c ™ — g(B)e ") = g(6) T = g(6) sin(f).

En repartant de la définition en g, on a aussi :

+oo
g(_e)eiIQ i g(e)e—iwa _ / ta;—l( 1 B 1 ) da
0

1+te=® 1+ te®

too 2it sin 6
= t = —— dt
o (14 te=®)(1 + tei?)

“+o0 t:L’
:Qisma/ S A T
o 1+1t2+2tcosb

ce qui conclut.



5. Soit 6 € ]0,7[. Comme sinf est strictement positif, on peut effectuer le changement de variable
affine strictement croissant [t = usin @ — cos 0] dans la derniére intégrale de la question précédente.
On obtient alors :

+o0o T
t
0) sin(xf) = sin 0 —_— ¢
9(0) sin(z6) = sin /0 14 2tcosf + 2
Sin9/+oo (usin @ — cos 0)® sin 0 du
cotang 1 4+ 2ucossinf — 2cos2 0 + u2 sin? 0 + cos? 6 — 2usin § cos 0

= sin? 6 du

/+°° (usin® — cos 6)*
cotan o U2 sin? 6 + sin® 0
/+°° (usinf — cos 6)* du

2
otan 0 1+u

6. Pour tout 6 € /2, 7[, on pose fy la fonction définie sur R par :

(usin @ — cos 6)*

fg (u) = 1+ u?
0 sinon.

si u > cotan@

Ona:

cos —— —1 et sinf —— 07 donc cotanf —— —oc.
O—m— O—m— O—m—

Soit u € R. Pour 6 assez proche de 77—, on a :

(usin@ — cos 6)* 1
-~ 7 d R
1+ u? one  fo(u) o= 1+ u?

fo(u) =

par continuité de s — s” en 1.

Hypothése de domination. Soit 6 € [7/2,7[ et u > cotan 6.
Siu <0, alors :

(usinf — cos 6)* < 1
1+ u? T~ 14w

0 <wusinf —cosd <1 donc |fg(u)|l=

par croissance de s — s” sur R,.
Siwu > 0, alors :

1 xr
0<wusinf —cosd <u+1 donc |fg(u)] < (le—l—;ul
On dispose donc de la majoration suivante :
0 si u<0
Vue R |fo(u)] < p(u) avec o(u) =9 (ut+1)"
W si u>0.

La fonction ¢ est continue par morceaux sur R, intégrable en —oo car nulle au voisinage de
—o0 et :

1
(u) ~ —— avec 2—z>1
u—+oo U< 7T

donc ¢ est intégrable en 4o0.

Par le théoréme de convergence dominée (et la question précédente), il vient :

g(@)sin(m@)Z/Rfe(u)dU PR /Rliliﬂ.

7. Comme g est une fonction constante sur |-, 7[, on a aussi :

. . ' ) +o0 tr—1
g(0) sin(x8) = ¢(0) sin(x0) — g(0) sin(zm) = Sln(.%‘ﬂ')/o 1T dt.



Par unicité de la limite, on en déduit :

+oo yz—1 d .
sin(xw)/ ——dt = / 7u2 = [arctanu}Jr =T.
o 1+t R l+u o0

Comme z € |0, 1], on a zm € |0, 7[ donc sin(zw) # 0 puis :

/+oo tr—1 T
dt = — :
o 1+t sin(mx)

Partie II : Une expression (utile) de la fonction sinus

8. Par la relation de Chasles, on a :

“+oo t;vfl 1 tzfl “+o0 t:vfl
/ dt:/ dt+/ dt
o 1+t o 1+t A

Dans la seconde intégrale, on effectue le changement de variable [t = 1/u] :

too yz—1 Loyl—2 du L oy=
dt=[| ——FF 5= du.
1 1+t o 1+1/uu o 1+u

On conclut par linéarité de 'intégrale :
+oo 4x—1 1 4x—1 —x
t t t
/ dt / Pty
o 1+t o 1+t

tx—l

9. Pour tout t € ]0,1[, on a :

“+oo
— _1 kta:—l-i-k.
A M

Hypothése de domination. Soit ¢t € ]0,1[ et n € N. La suite (#*717%),cy est décroissante et
converge vers 0. Par le théoréme des séries alternées, on dispose donc de la majoration :

n
’ Z(_l)kt1—1+k’ < -1
k=0

La fonction ¢ + t*~1 est intégrable sur ]0, 1] (exemple de Riemann avec z — 1 > —1).
Par le théoréme de convergence dominée, on a donc :

n 1 n n

1 1
li —1)Fr R Q= i —DFr R QL = i —1’6/ ok gt
[N I w260 > (1) ,

k=0 0 k=0 k=0 0

ce qui justifie 'interversion série-intégrale :

byt = k[ 14k = (—1)*
at=S"(-1 Ltk gy = :
| =y 2 T

k=0 0 k=0

10. D’aprés la question précédente, on a :
1 +oo k
tY (-1)
Yy €]-1,0] / —dt = _

En remplagant y par —z, on en déduit :

1 ,—z 400 k
t -1
[ SR
o 1+t —x+1+k

k=0

Par somme, en utilisant la question [§ on peut conclure :

+oo yz—1 too n too k
t (=1) (=1

dt: —_— —_—

/0 1+t ;n+x+;n+l—x




11. D’apres la question [7] et par décalage d’indice dans la seconde somme, on a :
“+oo yx—1
t
7= / dt
sin(mx) o 14t
—+oo +oo -1
—_1)" —1)
S =)
n+ax n—=x
n=1 n=1
LS -k
N n—r N+
1 ="
—- 2 :
z = Z n? — x?
n=1
12. Soit y € ]0,7[. On prend x = y/m dans ce qui précéde pour obtenir :

T
blny_g_izrﬁ

1
T

y/7r
On a ensuite :
+o0 too
(=" N (="
sing Y s = WSy 5 ) s
oy —nim T i n? — (y/)
_ siny( us 7r>
71 \siny y
_q_siny
Y

Partie III : Calcul d’une intégrale de Dirichelet généralisée

13. Considérons la fonction continue (par opérations) ¢ : ]0,+o00[ — R qui a tout ¢ > 0 associe

2p+1
1-— ((cos(t))
2 '
Etude en 0. Puisque }iH(l) cos(t) =1 et que (1 +u)?P+l —1 ~ (2p+1)u, on a:
— u—

(1)

2p+1 2p+1,
) -1 50 (2p+ 1)<005(t) B 1) 150 2 t

((cos(t)

2p+1

2p+ 1 Yop+1
Donc ¢(t) ~ P2 Puisque / p;— dt converge et que > 0, on en déduit que
0

t—0 2

1
/ (t) dt converge.
0

. 2 “+o0
Etude en +o0o0. On remarque que pour tout t > 1, 0 < () < 2 Puisque / Pl converge, on
1

+oo
en déduit que / ©(t) dt converge.
1

2p+1
+o0 1 — ((cos(t))
Finalement, l'intégrale /

2 dt converge.
0

1 2p+1
Posons 91 : t > 0 — 7 et Yo it >0 1— ((cos(t))

relation , on a :

. D’aprés ’équivalent obtenu dans la

>2p+1

1-— ((cos (t)

lim =0
t—0 t
Par ailleurs, comme la fonction cos est bornée,
2p+1
1-— ((cos(t))
lim =0.
t—+oo t



14.

15.

Ainsi le crochet [”ll)l’(bg](—;_ ° converge et est nul. Puisque les fonctions 1)1 et 1, sont par ailleurs de
o0

classe C! et que l'intégrale / 1’ (t)1b2(t) dt converge d’aprés la premiére partie de la question,
0

+oo

I'intégration par parties assure d’une part que l'intégrale 1 (t)ho (t) dt converge et d’autrre

0
“+o00 400

part que P (t)ha(t) dt = — P1(t)yo' (t) dt. Do
0

0

oo 1 — ((cos(t))zwr1

/o 2 dt=(2p+1) /O+OO ((cos(t))zp Sir;(t) dt.

Soit n € N*. Remarquons que la fonction intégrée est continue sur le segment [ 4 (n—1)7, § +nn).
Faisons les changements de variable affines [s =t — n]

/5*‘”” ((cos(t))2p Sint(t) dt = /_T2r ((cos(s))2p Mds

T4(n—1)x z s+nm

/’2"*‘” ((cos(t))2p sin(t) dt = /_; ((COS(u))Qp de

Z+(n-1)=m U —nm

En sommant puis en divisant par 2, on obtient :

éi_:::)ﬂ ((COS(t))zp sir;(t) . ;/_’5 ((cos(t))Qp(—l)nSin(t) <t+1n7'r + - _1n7r> dt

/_ ((eosy) ™ L0 o

2 _ 22

2 2(—1)"¢sin(t)

2 — p2r2 dt,

Il
S—

((cos(t))

la derniére égalité venant de la parité de la fonction intégrée.

Soit N € N*. En sommant de n = 1 & n = N la relation trouvée & la question précédente et en
utilisant la relation de Chasles, on obtient :

—n2x2
2 n=1

2p 2(—1)"tsin(t)
2 _ n2n2

. 1
- Comme la série g —; converge, on en
n

Considérons, pour tout n € N*, la fonction f, : ¢t € [0, 5] — ((cos(t)) - Alors pour

1
tout n € N* et pour tout ¢t € [0, 3], | fn(t)] £ ———~
7T(n2 — Z)
déduit que la série de fonctions Z fn converge normalement donc uniformément sur le segment
[0, 5]. Comme par ailleurs pour tout n € N*, les fonctions f,, sont continues, on en déduit que la

s o0 s T 400
2 2 2
série E / fn converge et que g / fn :/ g fn.- Dot
0 n=1"0 0 n=1

QP 2( 1)™¢sin(t) 3 I 2p 2( 1)™tsin(t)
NHTMZ/ (cos(t a2 dt —/ Z cos ) dt.

n272 t2 — n272

La relation (2|) se réécrit donc ainsi :

NETM W’£+NW ((coS(t))2p sint(t) dt = /072r ((cos(t))zp <+Z_:Oj 2(7521)”231?2@)) da

(=)



+oo 2p H t
Or, d’apres la question I'intégrale / ((cos(t)) sin(t) dt converge. On en déduit finalement
0

t
que
[ ()" B0 [* )" (5 00800
B 0 — —néT

+oo 2p qj t
16. D’aprés la question I'intégrale / ((cos(t)) SH;( ) dt converge. En utilisant la relation de
0

Chasles puis la question précédente, on a :

/0+OO ((cos(t))gp sir;(t) dt

/0’5 ((cos(t))Qp SH;( ) dt + /07r ( cos(t ) ( > ;Z:lg(t)> dt
/0’2' ((cos(t)>2 (sm q "'Z _”Tt;:; )

5 2p
/0 ((cos(t)) dt,

la derniére égalité venant de la question

|
M

17. On écrit, en utilisant la formule d’Euler puis la formule du binéme de Newton et enfin en regroupant

les termes :
2?P(cos(t))?P = (e +e )P
2
_ Zp (2 ) ikt —z(2p k)t
k=0
2\ A~ (2
_ <p> + < ) 2i(k— p)t_|_ Z < ) 2i(k—p)t
p k=0 k=p+1
2\ /2 2
_ <p> +Z ( P) 2i(k—p)t ( p >€2i(2pkp)t
D = k 2p — k
p—1
_ (2}7) N (2 ) 2i(k—p)t+e2i(p—k)t)
p k=0
2 L /2
= (p)+2 < >mﬂ%p@ﬂ.
p =0
18. D’apres les questions [I3] et
2p+1
+o0 1 — ((cos(t)) z

/0 2 dt=(2p+1) /(i ((cos(t))Qp dt

donc, d’aprés la question précédente et la linéarité de l'intégrale,

-1

Z < ) /g cos(2(p — k)t) dt.

k=

™ i
0

t2 T2 9w

5 in(2kt)] 2
Or, pour tout k € Z*, /2 cos(2kt) dt = [sm( )} = 0. Donc
0 2k 0
2p+1
Wﬂ—GmWU T2 +1/2\ 7w2p+1(2p) 7w(2p+1)
2 =5 " T2 2 ()2 22% (p)2
0 p (p!) ()



