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Notations
Dans tout le problème, n désigne un entier naturel non nul.
On note :
− Mn(R) l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n à coefficients réels ;
− GLn(R) le groupe des matrices inversibles de Mn(R) ;
− O(n) le groupe orthogonal d’ordre n ;
− S +

n (R), respectivement S ++
n (R), l’ensemble des matrices symétriques de Mn(R) dont les valeurs propres

sont positives ou nulles, respectivement strictement positives ;
− In la matrice identité de Mn(R) ;
− 0n la matrice nulle de Mn(R).
Pour toute matrice M de Mn(R), on note tM sa matrice transposée, Tr(M) sa trace, et, pour (i, j) ∈ {1, . . ., n}2,
mij le coefficient qui se trouve à l’intersection de la i-ème ligne et de la j -ème colonne. On munit Mn(R) de la
norme définie, pour tout M ∈ Mn(R), par ‖M‖ = sup(|mij |, (i, j) ∈ {1, . . ., n}2).

I Décomposition polaire d’un endomorphisme de Rn

I.A – On munit Rn de sa structure euclidienne canonique.
I.A.1) Soit u un endomorphisme de Rn. Montrer que u est autoadjoint défini positif si et seulement si sa
matrice dans n’importe quelle base orthonormée appartient à S ++

n (R).
I.A.2) Montrer que si S ∈ S ++

n (R), alors S est inversible et S−1 ∈ S ++
n (R).

I.B – Dans cette question, u désigne un endomorphisme de Rn autoadjoint défini positif. On se propose de
démontrer qu’il existe un unique endomorphisme v de Rn autoadjoint, défini positif, tel que v2 = u.
I.B.1) Soit v un endomorphisme de Rn, autoadjoint défini positif et vérifiant v2 = u, et soit λ une valeur
propre de u. Montrer que v induit un endomorphisme de Ker(u − λId) que l’on déterminera.
I.B.2) En déduire v , puis conclure.
I.B.3) Montrer qu’il existe un polynôme Q à coefficients réels tel que v = Q(u).

I.C – Soit A ∈ GLn(R).
I.C.1) Montrer que tAA ∈ S ++

n (R).
I.C.2) En déduire qu’il existe un unique couple (O, S) ∈ O(n) × S ++

n (R) tel que A = OS .

I.C.3) Déterminer les matrices O et S lorsque A =

 3 0 −1√
2/2 3

√
2 −3

√
2/2

−
√

2/2 3
√

2 3
√

2/2

.

I.D –

I.D.1) Montrer que O(n) est une partie compacte de Mn(R).
I.D.2) Montrer que S +

n (R) est un fermé de Mn(R).
I.D.3) Montrer que GLn(R) est une partie dense de Mn(R).
I.D.4) Soit A ∈ Mn(R). Montrer qu’il existe un couple (O, S) ∈ O(n) × S +

n (R) tel que A = OS . Un tel
couple est-il unique ?

I.E – Soit ϕ l’application de O(n)×S ++
n (R) dans GLn(R) définie par ϕ(O, S) = OS pour tout couple (O, S)

de O(n) × S ++
n (R).

Montrer que ϕ est bijective, continue et que sa réciproque est continue.
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II Deux applications

II.A – Première application

Dans cette partie, A et B désignent deux matrices de Mn(R). On suppose qu’il existe une matrice U carrée de
taille n, inversible, à coefficients complexes, telle que U tU = In et A = UBU −1, où U désigne la matrice dont
les coefficients sont les conjugués de ceux de U .
II.A.1) Justifier que tA = U(tB)U −1.
II.A.2) On se propose de montrer qu’il existe une matrice P ∈ GLn(R) telle que A = PBP −1 et tA = P tBP −1.
Pour cela, on note X et Y les matrices de Mn(R) telles que U = X + iY .
a) Montrer qu’il existe µ ∈ R tel que X + µY ∈ GLn(R).
b) Montrer que AX = XB et AY = Y B .
c) Conclure.
II.A.3) On écrit P sous la forme P = OS , avec O ∈ O(n) et S ∈ S ++

n (R).
a) Montrer que BS2 = S2B , puis que BS = SB .
b) En déduire qu’il existe O ∈ O(n) tel que A = OB tO.

II.B – Seconde application

Soit A ∈ Mn(R). On se propose de donner une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution
X ∈ GLn(R) au système

(∗) :
{

tAA + tXX = In
tAX − tXA = 0n

II.B.1) Montrer que si le système (∗) admet une solution dans GLn(R), alors les valeurs propres de tAA
appartiennent à l’intervalle [0, 1[.
II.B.2) On suppose dans cette question que les valeurs propres de tAA appartiennent à l’intervalle [0, 1[.
a) Justifier que l’on peut chercher les solutions X de (∗) sous la forme X = UH , avec U ∈ O(n) et H ∈ S ++

n (R).
b) Déterminer H .
c) Montrer l’existence d’une solution X ∈ GLn(R) de (∗) appartenant à GLn(R).

III Valeurs propres d’une matrice
Pour p ∈ N∗, on pose

Ap =



2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1
. . . ..

.

0 −1 2
. . . 0

..

. . . . . . . . . . −1
0 · · · 0 −1 2


∈ Mp(R)

On note Pp le polynôme tel que, pour tout réel x, Pp(x) = det(xIp − Ap).

III.A – Montrer qu’à x ∈ R fixé, la suite (Pp(x))p∈N∗ vérifie une relation linéaire d’ordre 2, que l’on précisera.

III.B – Soit x ∈ R tel que |2−x| < 2. Après avoir justifié l’existence d’un unique θ ∈ ]0, π[ tel que 2−x = 2 cos θ,
déterminer Pp(x) en fonction de sin((p + 1)θ) et de sin(θ).

III.C – Déterminer les valeurs propres de Ap.

III.D – Montrer que Ap est diagonalisable, et en déterminer une base de vecteurs propres, en précisant pour
chacun la valeur propre associée.
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IV

Soit f une forme linéaire sur Mn(R).

IV.A – Montrer qu’il existe une unique matrice A ∈ Mn(R) telle que ∀M ∈ Mn(R), f(M) = Tr(AM).
Dans la suite, A désigne la matrice définie dans cette question IV.A.

IV.B –

IV.B.1) Justifier l’existence de Mn = sup({f(O), O ∈ O(n)}).
IV.B.2) Justifier que tAA admet n valeurs propres positives µ1, . . ., µn, comptées avec multiplicités.
IV.B.3) Montrer que Mn = sup({Tr(DΩ), Ω ∈ O(n)}), où D est la matrice diagonale, dont les éléments
diagonaux sont √

µ1, . . ., √
µn.

IV.B.4) En déduire que Mn =
∑

n
k=1

√
µk.

IV.C – Dans cette question, f désigne la forme linéaire définie par ∀M ∈ Mn(R), f(M) =
∑

n
j=1

∑
n
i=j mi,j .

IV.C.1) Déterminer la matrice A telle que ∀M ∈ Mn(R), f(M) = Tr(AM).
IV.C.2) Montrer que

A−1 =



1 −1 0 · · · 0

0 1 −1
. . . ..

.

..

. . . . 1
. . . 0

..

. . . . . . . −1
0 · · · · · · 0 1


IV.C.3) Déterminer les valeurs propres de A−1 tA−1.

IV.C.4) Montrer que Mn =
n∑

k=1

1

2 cos kπ

2n + 1

.

IV.C.5) Donner un équivalent de Mn lorsque n tend vers +∞.

• • • FIN • • •
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I-Décomposition polaire d’un endomorphisme de Rn

I-A I-A-1) Montrons que u est autoadjoint, si, et seulement si sa matrice est dans S++
n (R)

Soit B = (u1, ..., un) une base orthonormée de Rn, u ∈ L(Rn) et A = (ai,j)i,j sa matrice dans dans la
base B et notons < ., . > le produit scalaire canonique sur Rn.
. u est autoadjoint ⇐⇒ ∀x, y ∈ Rn, < u(x), y >=< x, u(y) > ⇐⇒
⇐⇒ ∀i, j ∈ [[1, n]] < u(ej), ei >=< ej , u(ei) >⇐⇒ ai,j = aj,i ⇐⇒ A = tA.
. Supposons que u est défini positif, et soit λ ∈ Sp(A) alors, ∃x ∈ R∗ tel que u(x) = λx, donc ∀x ∈
Rn, < u(x), x >= λ∥x∥2 > 0, donc λ > 0.
. Supposons que Sp(A) = {λ1, ..., λn} ⊂ R∗

+ et choisissons grâce au théorème spectral une base

orthonormée (e1, ..., en) de vecteurs propres de f , alors ∀x =

n∑
k=1

xiei non nul

(prenons par exemple xj ̸= 0) on a < u(x), x >=
n∑

k=1

λkx
2
k ≥ λjx

2
j > 0.

I-A-2) Montrons que si S ∈ S++
n (R), alors S−1 ∈ S++

n (R)

Soit S ∈ S++
n (R), alors Sp(S) = {λ1, ..., λn} ⊂ R∗

+, donc det(S) =
n∏

k=1

λk > 0, d’où S est inversible, de

plus si u est son endomomorphisme canonique associé, alors
∀x, y ∈ Rn, < u−1(x), (y) >=< u−1(x), u(u−1(y)) >=< u(u−1(x)), u−1(y) >=< x, u−1(y) >, donc u−1

est symétrique et puisque Sp(u−1) = { 1

λ1
, ...,

1

λn
} ⊂ R∗

+, S−1 ∈ S++
n (R).

I-B I-B-1) v induit un endomorphisme de Ker(u− λid)
. L’égalité v2 = u entraine que uov = v2ov = vov2 = vou, donc Ker(u − λid) est stable par v, c’est à
dire v induit un endomorphisme de Ker(u− λid).
. λ > 0, donc X −

√
λ et X +

√
λ sont premiers entre eux, et le théorème de décomposition des noyaux

entraine que Ker(u−λid) = Ker(v2−λid) = Ker(v−
√
λid)⊕Ker(v−

√
λid), or v est défini positif, donc

Ker(v +
√
λid) = {0}, ce qui entraine que Ker(u− λid) = Ker(v −

√
λid), donc v =

√
λidKer(u−λid).

I-B-2) Expression de v et conclusion
. Soit λ ∈ Sp(u) et pλ la projection sur Ker(u − λid) parallélement à

⊕
µ ̸=λ

Ker(u − µid), alors u =∑
λ∈Sp(u)

λpλ et par suite v =
∑

λ∈Sp(u)

√
λpλ, ce qui traduit que si v existe, il est unique.

. Si v est donné par l’égalité précédente, alors ∀x ∈ Ker(u−λid), v(x) =
√
λx, donc v2 = u sur chaque

sous-espace Ker(u− λid) et puisque Rn =
⊕

λ∈Sp(u)

Ker(u− λid), on aura v2 = u sur Rn.

. Soient x =
n∑

k=1

xk, y =
n∑

k=1

yk les décompositions de x, y ∈ R dans la somme directe orthogonale

Rn =

n⊕
k=1

Ker(u− λkid), alors < v(x), y >=

n∑
k=1

√
λk < xk, yk >=

n∑
k=1

√
λk < yk, xk >=< x, v(y) > de

plus si x est non nul, il existe j ∈ [[1, n]] tel que xj ̸= 0, donc

< v(x), x >=
n∑

k=1

√
λk∥xk∥2 ≥ λj∥xj∥2 > 0, ce qui montre que v est symétrique défini positif.

I-B-3) v est un polynôme en u
. Soient λ1, ..., λp les valeurs propres distinctes deux à deux de u, alors il existe un unique polynôme

Q ∈ Rp−1[X] tel que ∀k ∈ [[1, p]], Q(λk) = Q(
√
λk) à savoir Q =

p∑
k=1

√
λkLk où L1, ..., Lp les polynômes

de Lagrange donnés par Li =
∏
j ̸=i

X − λj

xi − xj
.

On peut aussi justifier l’existence de Q grâce à l’automorphisme Rp−1[X] −→ Rp

P 7−→ (P (λ1), ..., P (λp))

. On a v =
∑

λ∈Sp(u)

√
λpλ =

∑
λ∈Sp(u)

Q(λ)pλ = Q(
∑

λ∈Sp(u)

λpλ) = Q(u).
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I-C I-C-1) tAA est symétrique définie positive
Soit u l’endomorphisme canonique associé à A, alors (f∗ of)∗ = f∗o(f∗)∗ = f∗of , donc f est autoad-
joint, de plus f inversible (A ∈ GLn(R)), et par suite ∀x ∈ Rn non nul, f(x) est aussi non nul et on a
< f∗of(x), x >=< f(x), f(x) >= ∥f(x)∥2 > 0, ce qui entraine que f∗of est autoadjoint défini positif,
c’est à dire tAA ∈ S++

n (R).
I-C-2) Décomposition polaire

. tAA ∈ S++
n (R) et la traduction matricielle de I−B assure l’existence d’une matrice unique S ∈ S++

n (R)
tel que S2 = tAA.
On pose O = AS−1, alors d’après (I −A− 2) S−1 ∈ S++

n (R), donc
tOO = tS−1tAAS−1 = S−1S2S−1 = In, et par suite O ∈ O(n), ce qui assure l’existence.
. Si on a deux décompositions A = OS = O′S′ , alors tAA = S2 = S′2, donc (S − S′)(S + S′) = On, or
t(S+S′) = tS+ tS′ = S+S′ et si u, v sont les endomorphismes canoniques associés respectivement à
S et S′, alors ∀x ∈ Rn non nul,< (u+v)(x), x >=< u(x), x > + < v(x), x > > 0, donc S+S′ ∈ S++

n (R)
et par suite S + S′ ∈ GLn(R), ce qui entraine que S − S′ = On, d’où l’unicité.

I-C-3) Un cas particulier de décomposition polaire

tAA =

 10 0 −6
0 36 0
−6 0 10

, on vérifie que Sp(tAA) = {16, 36, 4} et A = PDtP avec

P =


− 1√

2
0

1√
2

0 1 0
1√
2

0
1√
2

 et D = diag(16, 36, 4), donc S = Pdiag(4, 6, 2)tP =

 3 0 −1
0 6 0
−1 0 3



et par suite O = AS−1 =


1 0 0

0

√
2

2
−
√
2

4

0

√
2

2

√
2

4


I-D I-D-1) O(n) est une partie compacte

. L’application φ : Mn(R) −→ Mn(R)
M 7−→ tMM

est à composantes polynômiales en les coéfficients de M ,

donc continue et par suite O(n) = φ−1({In}) est image réciproque du fermé {In} par l’application
continue φ, donc O(n) est un fermé.

. Soit M = (mi,j)i,j ∈ O(n), alors ∀j ∈ [[1, n]],
n∑

i=1

m2
i,j = 1, donc ∀i, j ∈ [[1, n]], |mi,j | ≤ 1, et par suite

∥M∥ = sup
1≤i,j≤n

(|mi,j |) ≤ 1, d’où O(n) est une partie bornée.

. O(n) est une partie fermée bornée en dimension finie, donc O(n) est un compact.

I-D-2) S+
n (R) est un fermé

. Sn(R) est un sous-espace de Mn(R) de dimension finie
n(n+ 1)

2
, donc c’est un fermé de Mn(R).

. Soit (Am)m une suite de matrices de O(n) convergente vers A ∈ Sn(R) et soit X ∈ Mn,1(R).

L’application φX Mn(R) −→ R
M 7−→ < MX,X >= tXMX

est polynômiale en les coordonées de X,

donc elle est continue, or (Am)m converge vers A, et par continuité de φX , on aura (φX(Am))m
converge vers φX(A) et puisque ∀m ∈ N, φX(Am) ≥ 0, on obtient φX(A) ≥ 0, c’est à dire
∀X ∈ Mn,1(R), < AX,X > ≥ 0, ce qui traduit que A ∈ S+

n (R).
I-D-3) GLn(R) est une partie dense

Soit A ∈ Mn(R), on sait que card(Sp(A)) < +∞, donc ∃n0 tel que ∀m ≥ n0 ∈ N, Am = A − 1

m
In est

inversible, de plus ∥Am −A∥ =
1

m
∥In∥ =

1

m
tend vers 0, lorsque m tend vers +∞, ce qui entraine que

toute matrice de Mn(R) est limite d’une suite de GLn(R).
I-D-4) Une décomposition polaire qui n’est pas unique

. Soit A ∈ Mn(R), alors d’après la question précédente, ∃(Am)m ⊂ GLn(R) convergente vers A, et par
la question (I − C − 2), ∃!(Om, Sm)m ⊂ O(n)× S++

n (R) tel que Am = OmSm.
. O(n) étant compact, donc on peut extraire de (Om)m une sous suite (Oφ(m))m convergente vers un
élément O ∈ O(n), et par continuité du produit matriciel, la suite (Sφ(m))m = (tOφ(m)Aφ(m))m converge
vers S = tOA, or d’après la question (I −D − 2), S+

n (R) est un fermé de Mn(R), donc S ∈ S+
n (R) et

ona bien A = OS.
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. Soit A =

(
1 0
0 0

)
, on a A =

(
1 0
0 1

)(
1 0
0 0

)
=

(
1 0
0 −1

)(
1 0
0 0

)
mais(

1 0
0 1

)
̸=
(

1 0
0 −1

)
I-E φ est un homéomorphisme

. La question (I −C − 2) assure que ∀A ∈ GLn(R), ∃!(O,S) ∈ O(n)× S++
n (R) tels que A = OS, donc φ est

bijective.
. φ est continue comme restriction d’une application continue, à savoir le produit matriciel.
. Soit (Am)m ⊂ GLn(R) convergente vers A. Posons φ−1(Am) = (Om, Sm) et φ−1(A) = (O,S), alors
Am = OmSm et A = OS.
- La compacité de O(n) nous permet d’extraire une sous-suite (Oφ(m))m ⊂ O(n) convergente vers O′ ∈
O(n), or (Sφ(m))m = (tOφ(m))mAφ(m) converge d’une part par continuité du produit matriciel vers tO′A,
et d’autre part vers S′ ∈ S+

n (R), car S+
n (R) est un fermé, donc S′ = tO′A qui devient inversible, donc

S′ ∈ S++
n (R).

- L’unicité de la décomposition A = OS = O′S′ entraine que O′ = O, ceci affirme que la suite (Om)m admet
une seule valeur d’adhérence dans O(n), donc (Om)m converge vers O et par suite (Sm)m = (tOmAm)m
converge vers tOA = S.
- On vient de montrer que φ−1(Am) = (Om, Sm) converge vers (O,S) = φ−1(A), donc φ−1 est continue.

II-Deux applications

II-A Première application

II-A-1) Justifions l’égalité
En transposant et en prennant le conjugué de l’égalité A = UBU−1, on aura tA = tU

−1tBtU et l’égalité
U tU = In entraine que tA = U tBU−1.

II-A-2) La semblabilité dans C l’entraine dans R

a) L’application P : R −→ R
x 7−→ det(X + xY )

est un polynôme réel, qui est non nul grâce à

det(X + iY ) ̸= 0, donc ∃µ ∈ R tel que X + µY ∈ GLn(R).
b) L’égalité AU = UB entraine que (AX − XB) + i(AY − Y B) = On, or AX − XB ∈ Mn(R) et

AY − Y B ∈ Mn(R), donc AX −XB = AY − Y B = On.

c) En posant P = X + µY ∈ GLn(R), on aura avec les égalités précédentes AP = A(X + µY ) =
AX + µAY = XB + µY B = (X + µY )B = PB, et de même tAP = P tB.

II-A-3) Existence de O

a) . On a P = OS, donc tPP = S2 et d’après (II −A− 2), AP = PB et tAP = P tB, donc tPA = BtP
et par suite S2B = tP (PB) = tP (AP ) = (tPA)P = (BtP )P = B(tPP ) = BS2.
. S2 ∈ S++

n (R), donc d’après la question (I−B−3), S est un polynôme en S2 et S2 commute avec
B, donc aussi S commute avec B.

b) Avec cette dernière égalité, on aura A = PBP−1 = OSBS−1tO = OBSS−1tO = OBtO.

II-B Seconde application

II-B-1) l’existence d’une solution entraine Sp(tAA) ⊂ [0, 1[
Soit X ∈ GLn(R) une solution du système (∗), alors tAA+ tXX = In, donc Sp(In− tAA) = Sp(tXX),
or d’après (I − C − 2), tXX ∈ S++

n (R) et par suite Sp(In − tAA) ⊂ R∗
+, c’est à dire ∀λ ∈ Sp(tAA),

1− λ > 0 et puisque tAA ∈ S+
n (R) on aura λ ≥ 0, ce qui entraine que λ ∈ [0, 1[.

II-B-2 Existence d’une solution du système
a) X ∈ GLn(R), donc il existe un couple unique (U,H) ∈ O(n)×S++

n (R) tel que X = UH, et par suite
chercher X revient à chercher U et H.

b) En écrivant X = UH, l’égalité tAA + tXX = In s’écrit H2 = In − tAA, or d’après (II − B − 1),
In − tAA ∈ S++

n (R) et puisque H ∈ S++
n (R) on aura H est l’unique élément de S++

n (R) vérifiant
H2 = In − tAA.(c’est la racine carrée de la matrice In − tAA).

c) A ∈ Mn(R), donc d’après (I − D − 4) il existe U ∈ O(n), S ∈ S+
n (R) tel que A = US et soit

H ∈ S++
n (R) l’unique racine de In − tAA, alors X = UH ∈ GLn(R) est solution du système (∗).

En effet :
. tAA+ tXX = In−H2+H2 = In, ce qui entraine que X vérifie la première équation du système.
. tAX − tXA = StUUH − HtUUS = SH − HS, or H est un polynôme en In − tAA qui est un
polynôme en tAA = S2 qui est donc un polynôme en S, ce qui entraine que H est un polynôme en
S, donc HS = SH et par suite la deuxième équation du système est vérifiée.
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III-Valeurs propres d’une matrice

III-A Une relation de récurrence
. P1(x) = x− 2, P2(x) = (x− 2)2 − 1.

. Soit p > 2, alors Pp(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− 2 1 0 . . . 0

1 x− 2 1
. . .

...

0 1 x− 2
. . . 0

...
. . . . . . . . . 1

0 . . . 0 1 x− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x−2)Pp−1(x)−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0

1 x− 2 1
...

. . . . . . 1
O 1 x− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (x− 2)Pp−1(x)− Pp−2(x).
. La relation de récurrence est donnée par P0 = 1, P1 = x− 2 et ∀p ≥ 2, Pp = (x− 2)Pp−1 − Pp−2.

III-B Existence de θ et expression de Pp

. Soi x ∈ R, tel que |2 − x| < 2, donc
∣∣∣∣2− x

2

∣∣∣∣ < 1, or l’application ]0, π[ −→ ]− 1, 1[
θ 7−→ cos(θ)

est une bijection,

d’où l’existence d’un unique θ ∈]0, π[ tel que
2− x

2
= cos(θ).

. P1(x) = −2cos(θ) = −sin(2θ)

sin(θ)
, P2(x) = 4cos2(θ)− 1 =

sin(3θ)

sin(θ)
.

. Soit p ≥ 3 et supposons que Pk(x) = (−1)k
sin((k + 1)θ)

sin(θ)
pour tout k ≤ p, alors

Pp+1(x) = −2cos(θ)(−1)p
sin((p+ 1)θ)

sin(θ)
− (−1)p−1 sin(pθ)

sin(θ)
= (−1)p+1 2cos(θ)sin((p+ 1)θ)− sin(pθ)

sin(θ)
, or

2cos(a)sin(b) = sin(a+ b)− sin(a− b), donc Pp+1(x) = (−1)p+1 sin((p+ 2)θ)

sin(θ)
, ce qui établit la récurrence.

III-C Valeurs propres de Ap

. x est racine de Pp ⇐⇒ (p+1)θ = kπ ⇐⇒ θ =
kπ

p+ 1
, or θ ∈]0, π[, donc k ∈]0, p+1[, et par suite les racines

de Pp sont les xk = 2− 2cos

(
kπ

p+ 1

)
= 4sin2

(
kπ

2(p+ 1)

)
où k ∈ [[1, p]].

. En conclusion Sp(Ap) = {4sin2

(
kπ

2(p+ 1)

)
/ k ∈ [[1, p]]}.

III-D Une base de vecteurs propres
. Ap est symétrique réelle, donc d’après le théorème spéctral, elle est diagonalisable.(on peut aussi dire
puisqu’elle admet p valeurs propres distinctes).

. Soit x ∈ Sp(Ap), θ ∈]0, π[ tel que 2 − x = 2cos(θ) et soit


x1

x2

...
xp

 un vecteur propre associé à la valeur

propre x = 4sin2

(
θ

2

)
, alors on obtient le système{

−xk−1 + 2cos(θ)xk − xk+1 = 0 ∀k ∈ [[1, p]]
x0 = xp+1 = 0

. la suite (xk)1≤k≤p vérifie la relation de récurrence précédente d’équation caractéristique
cos2(θ) − 1 = (isin(θ))2, donc de racines ±eiθ, et par suite xk = αeikθ + βe−ikθ, et puisque x0 = 0 on

obtient xk = −2iαsin(kθ), ce qui entraine que le vecteur propre associé à la valeur propre x = 4sin2

(
θ

2

)

est V =


sin(θ)
sin(2θ)

...
sin(pθ)

 où θ ∈ { π

p+ 1
,

2π

p+ 1
, ...,

pπ

p+ 1
}.

IV- Un équivalent d’un maximum

IV-A Existence de la matrice A

. On considère l’application
φ : Mn(R) −→ (Mn(R))∗

A 7−→ φ(A) : Mn(R) −→ R
M 7−→ tr(AM)
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. La linéarité de φ est immédiate.

. Soit A = (ai,j)i,j ∈ Ker(φ), alors ∀M ∈ Mn(R), φ(A)(M) = tr(AM) = 0, ce qui donne en particulier
pour M = tA, tr(tAA) =

∑
1≤i,j≤n

a2i,j = 0, donc ∀i, j ∈ [[1, n]], ai,j = 0, c’est à dire A = 0, et par suite φ est

injective et vu que dim(Mn(R)) = dim((Mn(R))∗), φ devient un automorphisme.
. φ étant bijective, donc pour toute forme linéaire f de Mn(R), il existe une unique matrice A ∈ Mn(R) tel
que f = φ(A), c’est à dire ∀M ∈ Mn(R), f(M) = tr(AM).

IV-B IV-B-1) Existence de Mn

f étant linéaire et dim(Mn(R)) < +∞, donc elle est continue à valeurs réelles, et O(n) est un compact,
ce qui assure l’existence de Mn.

IV-B-2) tAA admet n valeurs propres positives
La matrice tAA ∈ S+

n (R), donc diagonalisable et Sp(tAA) ⊂ R+.

IV-B-3) Une autre expression de Mn

. tAA ∈ S+
n (R), donc d’après le théorème spectral ∃P ∈ O(n), ∃D = diag(

√
µ1, ...,

√
µn) tel que

tAA = PD2tP = (PDtP )2 = S2 et soit A = ΩS la décomposition non nécessairement unique de A où
Ω ∈ O(n) et S = PDtP .
. soit O ∈ O(n), alors f(O) = tr(AO) = tr(ΩSO) = tr(ΩPDtPO) =
= tr(DtPOΩP ) ≤ sup({tr(DO) / O ∈ O(n)}), donc
sup({f(O) / O ∈ O(n)}) ≤ sup({tr(DO) / O ∈ O(n)})
. Soit O ∈ O(n), alors tr(DO) = tr(tPSPO) = tr(tP tΩAPO) = tr(APOΩtP tΩ) ≤
≤ sup({tr(AO) / O ∈ O(n)}), donc sup({tr(DO) / O ∈ O(n)}) ≤ sup({tr(AO) / O ∈ O(n)}).

IV-B-4) Expression de Mn en fonction des µk

. tr(DIn) = tr(D) =

n∑
k=1

√
µk ≤ Mn.

. S étant symétrique réelle positive , donc Rn admet une base orthonormée (e1, ..., en) de vecteurs
propres de S associés aux valeurs propres

√
µ1, ...,

√
µn.

. Soit O ∈ O(n), tr(AO) = tr(ΩSO) = tr(OΩS) =

n∑
i=1

< OΩSei, ei >=

=
n∑

i=1

√
µi < OΩei, ei > ≤

n∑
i=1

√
µi∥OΩei∥∥ei∥, or OΩ ∈ O(n), donc ∥OΩei∥ = ∥ei∥ = 1, donc

∀O ∈ O(n), tr(AO) ≤
n∑

i=1

√
µi, ce qui entraine que Mn ≤

n∑
i=1

√
µi et par suite Mn =

n∑
i=1

√
µi.

IV-C IV-C-1) La matrice A tel que f(M)tr(AM)

f(M) =
n∑

j=1

n∑
i=1

aj,imi,j = tr(AM) où aj,i =

{
0 si 1 ≤ i ≤ j − 1
1 si i ≥ j

, donc

A = (ai,j)i,j =


1 1 . . . 1

0 1
. . .

...
...

. . . . . . 1
0 . . . 0 1


IV-C-2) Inverse de la matrice A

Soient X =

 x1

...
xn

 , Y =

 y1
...
yn

, alors

AX = Y ⇐⇒


x1 + x2 . . . + xn = y1

x2 + . . . + xn = y2
...

xn = yn

⇐⇒
{

∀k ∈ [1, n]] bk − bk+1 = xk

bn+1 = 0

donc l’inverse de A est A−1 =


1 −1 O

0 1
. . .

. . . . . . −1
O 0 1


IV-C-3) Valeurs propres de A−1tA−1
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B = A−1tA−1 =



2 −1 0 . . . 0

−1 2 −1
. . .

...

0 −1
. . . . . . 0

...
. . . . . . 2 −1

0 . . . 0 −1 1



. Soit pour tout x ∈ R, Qn(x) = det(xIn −B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− 2 1 0 . . . 0

1 x− 2 1
. . .

...

0 1
. . . . . . 0

...
. . . . . . x− 2 1

0
. . . 0 1 x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Une décomposition par rapport à dernière ligne entraine que, avec 2− x = 2cos(θ)

Qn(x) = (x− 1)Pn(x)−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− 2 1 0 . . . 0

1
. . . . . . . . .

...

0
. . . x− 2 1 0

...
. . . 1 x− 2 0

0 . . . 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− 1)Pn−1(x)− Pn−2 =

= (−1)n−1(1− 2cos(θ))
sin(nθ)

sin(θ)
− (−1)n−2 sin((n− 1)θ)

sin(θ)
=

=
(−1)n(2cos(θ)sin(nθ)− sin(nθ)− sin((n− 1)θ))

sin(θ)
=

(−1)n(sin((n+ 1)θ)− sin(nθ))

sin(θ)
=

=

(−1)n(2cos

((
n+

1

2

)
θ

)
sin

(
θ

2
)

)
sin(θ)

= (−1)n
cos

((
n+

1

2

)
θ

)
cos

(
θ

2
)

) .

. Qn(x) = 0 ⇐⇒ θ =
(2k + 1)π

2n+ 1
⇐⇒ x = 2(1 − cos

(
(2k + 1)π

2n+ 1

)
) = 2(1 + cos

(
2(n− k)π

2n+ 1

)
) =

4cos2
(
(n− k)π

2n+ 1

)
, où k ∈ [[0, n− 1]], donc Sp(A−1tA−1) = {4cos2

(
kπ

2n+ 1

)
/ k ∈ [[1, n]]}.

IV-C-4) Calcul de Mn

. L’inverse de tAA est A−1tA−1, donc Sp(tAA) = {µ1, ..., µn}

avec µk =
1

2cos

(
kπ

2n+ 1

) , donc Mn =

n∑
k=1

1

2cos

(
kπ

2n+ 1

) .

IV-C-5 Un équivalent simple de Mn

. Pour tout k ∈ [[1, n]], cos
(

kπ

2n+ 1

)
= sin

(
π

2
− kπ

2n+ 1

)
= sin

(
2(n− k) + 1

2(2n+ 1)
π

)
, donc

Mn =
n∑

k=1

1

2sin

(
2(n− k) + 1

2(2n+ 1)
π

) =
n−1∑
k=0

1

2sin

(
2k + 1

2(2n+ 1)
π

) .

. L’égalité de taylor à l’ordre 1 et 3, appliquée à la fonction t 7−→ sin(t) sur l’intervalle [0, x] pour x ∈]0, π
2
[,

s’écrit.
. sin(x) = x+

1

1!

∫ x

0

(x− t)sin′′(t)dt = x−
∫ x

0

(x− t)sin(t)dt ≤ x

. sin(x) = x− x3

6
+

1

3!

∫ x

0

(x− t)3sin(4)(t)dt = x− x3

6
+

1

3!

∫ x

0

(x− t)3sin(t)dt ≥ x− x3

6
.

. De plus x− x3

6
= x(1− x2

6
) ≥ x(1− π2

24
) > 0, ce qui donne l’encadrement

∀x ∈]0, π
2
[, 0 < x− x3

6
≤ sin(x) ≤ x.

. L’encadrement précédent fournit

Sn =
2n+ 1

π

n−1∑
k=0

1

2k + 1
≤ Mn ≤

n−1∑
k=0

1

(2k + 1)π

2n+ 1
− (2k + 1)3π3

24(2n+ 1)3

= Σn.
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. C’est clair que Sn =
2n+ 1

π

(
2n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

2k

)
∼ nln(n)

π
, de plus

Σn−Sn =
2n+ 1

2π

 π

2n+ 1

n−1∑
k=0

(2k + 1)π

12(2n+ 1)

1− (2k + 1)2π2

24(2n+ 1)2

 ≤ 2n+ 1

2π

 π

2n+ 1

2n∑
k=1

kπ

12(2n+ 1)

1− k2π2

24(2n+ 1)2

 (On a ajouté

les termes paires).
. La quantité entre crochets est une somme de Riemann associée à la fonction définie sur [0, π] par

t 7−→

t

12

1− t2

24

, donc convergente vers
∫ π

0

t

12

1− t2

24

dt =

[
−ln

(
1− t2

24

)]π
0

= −ln

(
1− π2

24

)

ceci montre que Σn − Sn ∼ Kn où K =
−1

π
ln

(
1− π2

24

)
, or Kn = o(Sn), donc Σn ∼ Sn et pa suite

Mn ∼ nln(n)

π
.
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