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Distance a un convexe
établira (dans %) le théoréme du point fixe de Brouwer et quelques unes de ses conséquences.

On suppose que P" est muni de son produit scalaire canonique et de la norme associée, notés ( | ]

n
et “ ” donc si x=(x,,...,x,,) et ys(y,,...,y,,) sont des éléments de R” on a: (,dy): Zx‘.y‘. et
i=}
hxl = (xx)?. Si X est une partie de R" on notera X son intérieur, soit f:X —R” on dira que
we X est un point fixe de fsi flu)=u ;si ie{l,..,n},f désigne la composante de rang i de f,
donc : f(x) =(ji(x),...,_f}(x),...,f,,(x)).

I. Projecti r un convexe fe de "

1. Démontrer que si (x,y)e(R")’, ona: 1(.\“] ylsllxﬂ I¥] (inégalit€ de Schwarz). Monirer que

l(xiy)! = “)’“ si et seulement si x et y sont colinéaires. Montrer que si {a,b,c} cR" vérifie :

b#c etla-bl=]a—d,onaalors: na—iﬂdla—bﬁ.

2. Soit F un fermé non vide de R", soit xeR", montrer qu'il existe ue F tel que:

lx ~ull < Jx = y} pour tout y€ F (on supposera d’abord que F est borné avant d’étudier le cas
général).

3. Soit A un convexe fermé non vide de R", montrer, en utilisant les questions précédentes, que
pour tout x € R, il existe un unique w € A tel que |x—u Sllx - y" pourtout ye A.
Ceci établit le théoréme de la projection sur les convexes de R" : soit A un convexe fermé non
vide de E", il existe une unique application, notée P, de R" dans A qui vérifie:
[x - P(x}j= min{ﬂx— Aye A}. pour tout xe B". P(x) s appelle la projection de x sur A.

4. Montrer que s'il existe ¢t € A tel que : (x—aly—o)<0 pourtout ye A, ona: 0= P(x)

5. Supposons qu'il existe yeA tel que: (x- P(x)|y- P(x))>0. Soit alors S:[01] >R
définie par: S(t)= u(x - P(x)) -1y~ P(.r)ﬂ{z . Montrer qu'il existe te 0,1 tel que:
S <lx- PN .

6. Déduire de 4. et 5. que u= P(x) si et seulement si: ueA et (x-—ul y-u)so pour tout
yEA.

7. Soit {x,y} < " montrer que : (x - ylP(x) - P(y))z “P(x) - P(ym2 . En déduire que P vérifie
les propriétés suivantes : P est continue, P(R")= A, P(x)=xsi x€A.
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I.Projection sur un convexe fermé de R”.

En se plagant dans le plan on peut faire des ..gures pour voir ce qui se passe.
1.Inégalité de Schwarz et cas d’égalité : question de cours classique.
Soit (a,b,c) Véri.ant les conditions de I’énoncé.(.gure 1 dans le plan).On note i = “—‘2“—” : la médiane du triangle est aussi

hauteur :
<b_c,a_z->:<b_c,2a—_b—c>:<(b_a)+(a_c))(a—b>+<a—c>>: la — e|* — fla —b]|"

2 2 2
On peut alors appliquer Pythagore :

c—b
5

2 2
Hz llc— 0l

lla = b = ll(a =) + (i = b)|* = =lla—il" +—

(@ —i)+(

lla — 1" > Jla — il

On peut aussi utiliser la formule générale qui donne la longueur de la médiane en fonction des cotés (TD 21 exo 9)
2.Dans le cas ou F' est borné, F est un compact non vide . Or la fonction k— > ||z — k|| est continue sur le compact F
a valeur dans R . L’image est donc un compact de R qui contient son plus petit élément :

Ju e F\VE € F, ||z —ul| < ||z — k||

Dans le cas général ,(..gure 2) I'ensemble des distance {||z — y||,y € F} est un sous ensemble non vide minoré par 0 de
R. 1l admet donc une borne inférieure d . On applique I’étude précédente au compact : F'N B’(z,d+ 1) qui est non vide car
par dé..nition de la borne inférieure 3y € F,d < |z —y|| <d+1 .

Jue FNB'(z,d+1),Vk e FNB'(z,d + 1), ||z — ul| < ||z — k||
Si ||z —ul|>d,VYyeF |z—yl| > |z —u| doncinf {||z — y|,y € F} > ||z — || absurde car c’est d .
Bue FVE e F Jlx—ull < [z — k]

|La distance d'un point a un ferme est atteinte)

3.Soit désormais A un convexe fermé et deux points u; et u, de A en lesquels la distance de = a A est atteinte. Si u; # us,
on adapres 1., [z —m| < ||z — w1 = (x,A) avec m = 2242 le milieu . Or si A et convexe le milieu de [uy, uo] est dans A
.1l existe un point m de A strictement plus prés de = que le point rendant la distance minimum ce qui est impossible.

|La distance a un convexe ferme est atteinte en un unique point}

4.Soit o Véri..ant les conditions de I’énoncé et soit i quelconque de A. Le sujet veut dire que I’angle zay est toujours droit
ou obtus.(..gure 3)

lz —yl* =z —al* + |ly — al* = 2 (x — ay — @) > |jz — «||* donc a réalise le minimum et a = P(z).

5.Supposons qu’il existe y € A Véri..ant les conditions de I'énoncé (ce qui assure y # P(z)) et soit, pour ¢t € R, y(t) =
P(z) + t(y — P(x)). On remarque que y(t) décrit la droite passant par P(x) et de vecteur directeur (y — P(x)).(figured)
Ona S(t) = [z —y(®)”.

Par ailleurs S(t) = ||z — P(2)||* =2 (z — P(x),y — P(x)) t+|ly — P(x)|* t* est un trindme du second degré en ¢ . donc atteint

son minimum sur R en tq = ﬁ%}%ﬁlstrictement positif .

Donc S(ty) < S(0) = ||z — P(x)]|*.

Or S(1) = |lz — y||* > ||= — P(z)||* puisque y # P(z) i.e. S(1) > S(0).

Ainsi o €]0,1[ donc y(to) € A (car A est convexe) et ||z — y(to)||> = S(to) < S(0) = ||z — P(x)||* ce qui est contradictoire
avec la dé..nition de P(x) qui rend minimum la distance.

En conclusion il n'existe aucun élément y de A tel que (x — P(z),y — P(x)) > 0.

6.Simple résumé des deux questions précédente :(..gure 3 de nouveau)

|ILa projection P(x) de x sur un convexe fermeé de R™ est caracterisée par (x — P(z),y — P(x)) < 0 pour tout y € Al

7Puisque P(y) € A,ona (z — P(x),P(y) — P(z)) <0 et de méme comme P(z) € A (y — P(y), P(x) — P(y)) < 0.
En ajoutant les inégalités :((z — P(z)) — (y — P(y)), P(y) — P(z)) <0 .
Soit (z —y, P(x) — P(y)) — (P(x) = P(y), P(y) — P(x)) <0

[z =y, Px) = P(y)) > (P(x) = P(y), P(z) = P(y))

Si P(x) # P(y) il en découle par I'inégalité de Schwarz que | P(z) — P(y)| < ||« — y||. Ce qui est encore vrai si P(z) = P(y).
Ainsi

|P est lipschitzienne de rapport 1 donc continue|

Naturellement P(z) = z si 2 € A donc P(A) = A et a fortiori [P(R") = 4




