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Distance a un hyperplan

Partie 11

H est un hyperplan d’un IR-espace vectoriel normé E, h une forme linéaire non nulle sur £ dont

le noyau est égal a H.

1) Dans cette question E est un IR-espace vectoriel normé de dimension finie, on désigne par zp un

2)

vecteur de F.

a) On note d(xg, H) la distance de xo a I’hyperplan H. Montrer qu’il existe une suite (yn),cn
d’éléments de H tels que :
Jm iz = ynll = d (zo, H)
b) Montrer qu’il existe une suite (y¢(n))
élément de H.

nelN extraite de la suite (yn)nelN qul converge vers un

¢) En déduire qu’il existe b appartenant & 'hyperplan H tel que :
d(zo, H) = |lzo — bl

On dit alors que la distance de xg a hyperplan H est atteinte en b.
On suppose dans cette question que E est un IR-espace vectoriel normé de dimension quelconque.

a) Montrer que, si h est une forme linéaire continue sur F, alors le noyau, ker(h), est fermé dans
E.

b) Montrer que, si le noyau de h est fermé, alors h est continue.
Indication : on pourra raisonner par [’absurde.

c) Montrer que, si H est un hyperplan de E, alors 'adhérence H de H est un sous-espace vectoriel
de E.

d) En déduire que tout hyperplan de F est fermé ou dense dans E.

Partie 111

On suppose dans cette partie que E est un IR-espace muni d’un produit scalaire (espace préhilbertien)

( ‘ ), et que H est un hyperplan dense dans F.

1)

2)
3)
)

Déterminer H-+, I'orthogonal de H.
Rappel:HL:{meE/VyeH (m{y)zO}

Que dire de H® H+?

Pour tout vecteur = de E, calculer la distance d (z, H).

La distance d (z, H) est-elle toujours atteinte ? Justifier.



Partie IV

On suppose, dans cette partie, que H est un hyperplan fermé d’un IR-espace vectoriel normé E de

dimension quelconque. H est le noyau de la forme linéaire h, continue, non nulle sur E. zy désigne un
vecteur fixé de F.

1)

2)

3)

On considere .Z. (E,IR) ensemble des formes linéaires continues définies sur E.
Sur cet espace vectoriel on définit 'application suivante :

s Z(ER) — R*

L MO
z€E,x#0 H;UH

Montrer que cette application est correctement définie et définie une norme sur %, (E,IR).
On appelle cette norme, norme subordonnée a || ||.

a) Montrer que, pour tout y € H on a :
(o)
[0 — yll =
~ iRl
o . . . s |R(zo))]
b) En déduire que la distance de z¢ & H est supérieure ou égale a Ml

c) Montrer que d (zg, H) = 0 si et seulement si zg € H.
d) On considere dans cette question x ¢ H.
i) Montrer qu'il existe une suite (wy,), o d’éléments de E'\ {0} vérifiant :

Al = tim ()]

oo |lwp|

ii) Montrer que, pour tout entier n, il existe un réel \,, non nul et un vecteur y,, de H tel que
Wy = Ap@o + Yn-
iii) Prouver que, pour tout entier n :

b (wa)| _ |h (xo)]
Twnl < d(zo, H)

e) En déduire que, pour tout vecteur zy de E, on a

|h (o)

d H) = ———"
(w0, H) = 0z

Dans cette question, E est ’ensemble des suites réelles de limite nulle, on munit cet ensemble de la

norme infinie, c’est a dire que, si u est un élément de E avec u = (un),, oy, alors [|ul| o = sup |uy|.
nelN

h est Papplication définie sur F dans IR par :

+o00 u
n
hu) =) o
n=0
. u
a) Montrer que la série > QTLZl est convergente.

b) Montrer que h est une forme linéaire continue non nulle sur E et que |||A||| < 1.
c) Soit (vp)pG]N une suite d’éléments de E, on notera v,(n) le terme de rang n de la suite v,. On
définit v, par :
vp(n) =1si0<n<p
vp(n) =0sin>p

h
Calculer lim [h (up)]
p—+oo [|upl|

, en déduire ||| hl||.

_ [h(u)]

el

d) Montrer qu’il n’existe pas d’élément v non nul de E telle que : IR

e) On note H le noyau de h, vérifier que H est un hyperplan fermé de E.

f) Montrer que la distance d’un vecteur z de F & ’hyperplan H n’est pas toujours atteinte.



Partie 11

H est un hyperplan d’un IR-espace vectoriel normé E, h une forme linéaire non nulle sur £ dont
le noyau est égal a H.

1) Dans cette question E est un IR-espace vectoriel normé de dimension finie, on désigne par zy un
vecteur de F.

a)

b)

On note d (zo, H) la distance de x¢ a I'hyperplan H. Montrer qu'’il existe une suite (yn),cn
d’éléments de H tels que :
li — =d H
n—1>I—|I—1<>o HxO yn” (1:07 )
Correction : Par caractérisation de la borne inférieure, Ve > 0, 3y € H, d(zg, H) < ||zo —
y|| < d(zg, H)+¢. On applique ceci a € = n%_l pour n € IN et on note y, un des y € H vérifiant
I’inégalité. On a donc

1

Vn € H\Ia Yn € H et d(l’o,H) < ||$0 - ynH < d(l‘o,H) + m

donc |il existe une suite (y,)new telle que Vn € IN, y,, € H et lirJJra o — ynl| = d(zo, H)
n—-—+0o0

Montrer qu’il existe une suite (y¢(n))
élément de H.

Correction : OnaVn € IN, ||y,| = ||lyn—xo+x0l| < ||yn—x0||+||z0o]| et la suite (||:Eo—ynH)n€1N
est bornée puisqu’elle converge donc la suite (”?/n”)n e st aussi bornée. Le théoreme de
Bolzano-Weierstrass donne alors I'existence d’une suite (y,())pe extraite de (yn)new qui
converge dans F. Mais, quand F est de dimension finie, tous ses sous-espaces vectoriels sont
fermés donc H est fermé. Comme Vp € IN, y,,) € H, on a zg = pEIJPoo Yo(p) € H. D’autre part,

nelN extraite de la suite (yn)ne]N qul converge vers un

la suite (||zo—y,(p) H)pe]N est extraite de la suite (||x0—yn|])n€IN qui converge vers d(zg, H) donc

elle converge vers la méme limite. Enfin, par continuité de la norme, 20—y, (p) | 0 l|xo— 20|
p——+00

et donc, par unicité de la limite, ||xg — 20| = d(xo, H).
20 € H, [0 — 20l = d(xo, H) |

En conclusion,

En déduire qu’il existe b appartenant a ’hyperplan H tel que :
d (zo, H) = [|wo — b||

On dit alors que la distance de xg & hyperplan H est atteinte en b.
Correction : cf plus haut avec b = z.

2) On suppose dans cette question que E est un IR-espace vectoriel normé de dimension quelconque.



a) Montrer que, si h est une forme linéaire continue sur F, alors le noyau, ker(h), est fermé dans

E.

Correction : Par définition, ker(h) = h~!({0}) et le singleton {0} est un fermé de R. Or
I’image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé donc

’si h est continue alors ker(h) est fermé dans F ‘

b) Montrer que, si le noyau de h est fermé, alors h est continue.
Indication : on pourra raisonner par [’absurde.
Correction : Supposons que la forme linéaire h ne soit pas continue, on a
non(HK >0, Vz € E, |h(x)] < K||ac\|> soit VK >0, dx € E, |h(z)| > K ||z]|.
Appliquons ceci & K = n+ 1 pour n € IN et notons z,, un z € E vérifiant la propriété : on a
donc |h(zy)| > (n+ 1) ||z, ]|. Ceci montre que h(x,) # 0, on peut donc poser t, = h(xm”n). On a
alors h(t,) = Zgz; =1et [[tn]] = |,U(zz"7j|)‘ < %—i—l donc t, Nl Op.
On a donc Vn € IN, h(t, —tg) = h(t,) — h(tg) =1—1 =0 donc Vn € IN, t, —typ € H et

tn — to njoo —to donc, puisque H est fermé, —ty € H.

Mais ceci est faux car h(—ty) = —h(tg) = —1.
L’hypothese de départ était donc fausse et on a bien ’ si ker(h) est fermé dans E alors h est continue ‘

c) Montrer que, si H est un hyperplan de E, alors "adhérence H de H est un sous-espace vectoriel
de E.
Correction : H D H donc H # 0 et si (z,y) € H et e IR, la caractérisation séquentielle de
'adhérence donne l'existence de deux suites (zy,), N €t (¥n),,cIN telles que Vn € IN, (2, yn) €

H?, lim z,=2, lim ¥, =y et alors, par linéarité de la limite, z + Ay = lim (2, + Ayn)
n—-+oo n— 00 n—-+00

avec Vn € IN, x,, + \y, € H et donc z + \y € H. Donc | H est un sous-espace vectoriel de FE | .

d) En déduire que tout hyperplan de E est fermé ou dense dans FE.
Correction : Puisque H C H, on a soit H = H et, dans ce cas, H est fermé, soit H % H. Si

H ; H, prenons a € H \ H et soit z € E quelconque. On a h(a) # 0 puisque a ¢ H et on peut

donc écrire x = %a + (x — %a) avec a € H et h (m - %a) = h(z) — %h(a) = 0 donc

(37 — %a) € H C H. Puisque H est un sous-espace vectoriel de F, on a donc € H ce qui
donne E C H .

On peut donc conclure : ’H est fermé ou dense ‘

Partie I11

On suppose dans cette partie que E est un IR-espace muni d’un produit scalaire (espace préhilbertien)
( ‘ ), et que H est un hyperplan dense dans F.
1) Déterminer H+, I'orthogonal de H.
Rappel:HJ—:{er/VyeH (x{y)zO}
Correction : Soit * € H*. Par densité de H dans E, il existe une suite (Tn),cIN telle que
Vn € N, x, € Het lim x, = x. On a donc ¥Yn € IN, (z | x,) = 0. Mais, par continuité du

n—+00
produit scalaire, (z | z) " (z | 2) donc (x| ) = 0 et donc = = 0. Réciproquement 0 € H=+
n—-+oo

donc | H+ = {0gp}
2) Que dire de H @ H+?

Correction : H® H* = H® {0g} donc |H® H+ = H|.

3) Pour tout vecteur x de E, calculer la distance d (x, H).

Correction : Pour tout x € FE, il existe une suite (xn)ne]N telle que Vn € IN, =, € H et
lim,,— 400 , = z. On a, par définition, 0 < d(z, H) < ||x — z,|| car =, € H et ligl |z — 2| =0
n—-+0oo

donc’Vm €FE, dz,H) :O‘.




4) La distance d (x, H) est-elle toujours atteinte ? Justifier.
Correction : Si d(z, H) est atteinte, il existe zg € H tel que 0 = d(z, H) = ||z — 2o|| donc = = z

et © € H. La réciproque est claire donc ’d(x, H) n’est atteinte que si x € H‘ .

Partie IV

On suppose, dans cette partie, que H est un hyperplan fermé d’un IR-espace vectoriel normé E de
dimension quelconque. H est le noyau de la forme linéaire h, continue, non nulle sur E. xy désigne un
vecteur fixé de E.

1) On considere .Z, (E,IR) 'ensemble des formes linéaires continues définies sur E.
Sur cet espace vectoriel on définit I’application suivante :
i Z(E,R) — R*

L @
zeFE,x#0 HxH

Montrer que cette application est correctement définie et définie une norme sur %, (E,IR).
On appelle cette norme, norme subordonnée a || ||.
Correction : En ayant écouté en cours on peut faire facilement cette question.

2) a) Montrer que, pour tout y € H on a :

Ih(zo)]
zo -yl >
o =91l >z

Correction : On aVx € E, |h(z)| < |||h|||, ||z] donc, pour x = z¢g—y, |h(zo)| < |[|R]|] ||zo—y]|-

Or [||2]|| # 0 car h est non nulle donc |Vy € H, ||zg — y| > Vﬁ‘iﬁ‘”

Ao
Il

Correction : La borne inférieure étant le plus grand des minorants, d(xzq, H) > }ﬁ“fﬁ‘

b) En déduire que la distance de zp & H est supérieure ou égale a

c) Montrer que d (zo, H) = 0 si et seulement si zg € H.
Correction : Si d(xg, H) = 0, I'inégalité ci-dessus donne h(z) = 0 donc xp € H. La réciproque
est immédiate donc ’d(mo, H)y=0&xg € H‘ .

d) On considere dans cette question = ¢ H.

i) Montrer qu'il existe une suite (wy),, . d’éléments de £\ {0} vérifiant :

[ (wn)|
Al = lim =
oo ||wn||
Correction :
Par caractérisation de la borne supérieure, Ve > 0, Jw # Og, |||h]|| > Vﬁf“)' > |||h]|| —e.
On applique ceci & € = n%rl pour n € IN et on note w, un de ces w # Og. On a Vn €
h(wn
N, (Al - 5 < T’ < |12 done
S |7 (wn)|
il existe (wp)new telle que Vn € IN, w, € E\{0g} et |||h||| = lim
n—too|lwp|

ii) Montrer que, pour tout entier n, il existe un réel \,, non nul et un vecteur y,, de H tel que
Wy = Ap@o + Yn-
Correction : ¢ Puisque z¢ ¢ H, on peut écrire tout 2 € F sous la forme x = :((50)) o +

(ac — hh((x)) :UO) = Axg+y avec A € IR et y € H (vérification immédiate). Ainsi Vn €
IN, El()‘nvyn) €eRx H, w, = AnZo + Yn -



e)

¢ FErreur d’énoncé : la condition A\, # 0 n’est, en général, pas vérifiée pour tout n € IN. 11

suffit, par exemple, de choisir wg € H pour avoir A\g = 0 car ’écriture ci-dessus est unique

puisque la somme IR.zg® H est directe. On ne modifie pas la valeur de la limite de “ﬁ(;)”n"”) |

en modifiant la valeur de wg (ou d’un nombre fini de termes) donc [ est toujours vérifié.

o Par contre, on a Ing, Yn > ng, A, # 0 car ”lbl(ZUU"H)l — [||k]|| > 0 donc Ing, Vn >
n n—)
ng, Vﬁgﬁ;"”)‘ > 0 donc Vn > ng, h(w,) # 0 et donc \, mo) 75 0.

iii) Prouver que, pour tout entier n :

h(wa)| _ b (z0)]
Tl < d(zo, H)

Correction : D’une part, |h(wy)| = [Anh(z0) + yn| = [An| |h(z0)]| et, d’autre part, Vn >

no, |[wn| = [Aal on— _/\Zi"H > |Anld(zo, H) car 5 € H. Donc, puisque [[wy| # 0,
|An| # 0 pour n > ng et d(zg, H) # 0 pour zo ¢ H, on a
¥n > no, [A(wn)l | Aal [A(z0)] < Al [P(z0)| _ |P(z0)|
[[wn| [[wn | [An|d(zo, H)  d(zo, H)
En faisant abstraction de I’erreur d’énoncé signalée plus haut, on a bien | Vn > ny, “ﬁ(w”H)' < JZC(:(QI') .
En déduire que, pour tout vecteur xg de E, on a
|7 (z0)]|
d (.1‘0, H) =
il
Correction : En passant a la limite dans I'inégalité précédente, on obtient |||h||| < ‘ZE:OH)‘)
_ |h(=o)l

donc d(xg, H) < lflLll(iﬁIN et on a obtenu l'inégalité inverse au [c| donc |d(zg, H) = TR

3) Dans cette question, E est 'ensemble des suites réelles de limite nulle, on munit cet ensemble de la

norme infinie, c’est a dire que, si u est un élément de E avec u = (uy)

nens alors [Jul| o = sup [uy].
nelN

h est I’application définie sur F dans IR par :

a)

b)

—+00

hw) =3 5

n=0

Montrer que la série ) est convergente.

2+1

u
Correction : On a Vn € IN, on Yn | < ||2n||+1 et cette série majorante converge car c’est une série

géométrique de raison % donc ( E 2n21) est absolument convergente donc convergente | .

Montrer que h est une forme linéaire continue non nulle sur E et que [||h||| < 1
Correction : D’apres [a], h est bien définie. Pour tout (u,v) € E? et A € IR, on a

> Up, + AUy,
h(u + /\U) = Z on+1 = Z on+1 + Z on+1 = + Ah( )
n=0 n=0

car toutes les séries convergent. Donc h € E*. D’autre part, I'inégalité vue au [a] donne

2n+1 — 2n+1 - 001_ = llUlloo

h(u)]

TTullo

vueE, |hw|<Y |5

n=0

2n+1

D=

ce qui montre la continuité de h. De plus, Yu # 0, < 1 donc, en prenant la borne

supérieure, |||h||| < 1. Donc ’ h est une forme linéaire continue et |[|Al|| < 1‘ .




)

d)

f)

Soit (vp),cqy une suite d’éléments de E, on notera vp(n) le terme de rang n de la suite v,. On
définit v, par :

vp(n) =1si0<n<p
vp(n) =0sin>p

h
Calculer lim 17 (vp) , en déduire |||A]]].

ptoe [|up|l o

Correction : ¢ On a clairement v, € E et ||vp]loc = 1. Or

p p 1
1 1 1 11— 55757 1
h(vp) — E = —_— = 7721%%1 = ]_ — > O

n=0 ot 5 n—0 2n 21— % 2op+1
|h(’l)p)| |h(’l}p)|
done o, foe =1~ goem et done 7 = 1

o Ona il < ||a| < 1 done ]| = 1.

Montrer qu’il n’existe pas d’élément u non nul de F telle que :

|7 (u)]
Al =
[l oo
Correction : Supposons qu’il existe u # O tel que }Ih = |||h]|| = 1 on a donc \h( ) = [|ulloo

et toutes les inégalités du [b] sont des égalités. En particulier, Z 2|:j:|1 Z ||27i|+olo

n=0
Z Hqunﬂ‘un =0 avec Vn € IN, M > 0 donc on a Vn € IN, |u,| = ||lul|oc. Mais alors

|un| = ||lu]lco # 0 en contradiction avec le fait que v € E donc lir_ir_l |un| = 0.
n—-+00

= [[|7I] -
On note H le noyau de h, vérifier que H est un hyperplan fermé de E.

Donc 11 n’existe pas de u € E'\ {Og} tel que |

IuII

Correction : Il suffit d’utiliser le résultat du [II.a] : puisque h est continue, H = ker h est
fermé.

Montrer que la distance d’un vecteur x de E a I’hyperplan H n’est pas toujours atteinte.
Correction : Soit zg ¢ H, si d(xo, H) était atteinte alors 329 € H, d(zo, H) = ||zo — 20|

Or, selon [1.e], d(xo, H) = V|L||(Zi)|\)| donc ||zg — 20| = |T||(zﬁ|)| = |h(m°m;‘ﬁ(zo)| et donc, puisque
xo — 20 # O, % = |||]|| ce qui est impossible vu [d]. Donc pour = ¢ H, d(x, H) n’est

jamais atteinte.



