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Théoréme de Stone-Weierstrass

Démonstration par les polyndmes de Bernstein

Soit F un evn de dimension finie . C°([0, 1], E) est muni de la norme de la convergence uniforme

Noo(f) = sup(|[f (@Il £ € [0,1])
On pose pour tout entiers (n, k) € N telsque 0 < k <n

En,k — Xk(l _ X)nfk
(Polynomes de BERNSTEIN : ils ont étés introduits par le mathématicien Bernstein au début du 20°*™“siécle , par

des arguments probablistes : en effet dans la loi binomiale B(n, p) qui compte le nombre de succes dans une suite de
n épreuves indépendantes ,ou p est la probabilité d’un succes sur une épreuve, la probabilité d’obtenir & succes est :

(3 )a-mr

. n . n g 9 N
1. Calculerkz_o< i >Enk ’;)k< i >Enk kz—ok < L >En,,€

2. En déduire la relation Z < Z ) (k—nx)?Epr =nX(1 - X)
k=0

Soit f € C°([0,1], E) et € > 0. On se propose de déterminer une fonction polynéme P a coefficients dans E

deg(P)
P(z) = Z ahar,etay € E
k=0

telle que Noo(f — P) < e

3. Soita > 0ett € [0,1]. Onnote

k
An_{ke<0,n>, ——t 204}
n
Montrer a I’aide de 2°que Z < Z )tk(l — )k < e
a’n

k€A,

4. Démontrer qu’il existe o > 0 tel que
—_— —
Y(a,y) € 10,1, 2 -yl < a = |7@) - 7o) <=

5. On pose m = < Z ) th(1 - t)”‘kf(g). Montrer que V¢ € [0, 1]
k=0
WA Neo(f) | €
‘ Fal) - f(t)H = 2a2n * 2

—

).

on appelle polyndme d’interpolation de Bernstein de f le polyndme Fn(t) = Z < Z > th(1— )"k f(
k=0

S|

— -
Calculer lim,, oo Noo (P, — f)



THEOREME DE STONE WEIERSTRASS TRIGONOMETRIQUE

(démonstration par les sommes Fejer CCP 2004)

On sait que pour toute fonction continue sur un intervalle compact [a, b] et tout & > 0 il existe une fonction

polynomiale P telle que sup {|f(z) — P(z)|,x € [a,b]} = Noo(f — P) < e. Ceci revient a dire qu’il existe une
suite de fonctions polynomiales P, telles que hrf Noo (P, — f) = 0, ou encore : fest la limite uniforme (ie:pour
R —» C

la norme N, ) d’une suite de fonctions polynomiales. Soitn € Z . On note e,, : qui est donc

— eine

une application 27 périodique. On appelle polyndme trigonometrique toute application de R dans C de la forme
P= Z::,N aier. Le nom de polyndme vient du fait que V¢t € R, P(t) = Z::#V apet = Z:I:,N arX* ou
’on a posé X = et

Le théoreme de Stone Wierstass pour les fonctions périodiques s’énonce ainsi:

Pour toute fonction continue 27 périodique f a valeurs dans C et tout € > 0 il existe une fonction polynémiale
trigonometrique P telle que sup {|f(z) — P(z)|,z € [a,b]} = Noo(f — P) < ¢

Dans ce qui suit f € C°(R,R) ,est une fonction 27 périodique.

mt Y gin( (L in(mt) gip( D
1. Justifier les formules | >"}'_ cos(kt) = cos(3 )Smt( z ) ety p_osin(kt) = sin(% )Smf z )

2. Justifier I’existence de M = max |/ (x)| . De méme soit e > 0, justifier I’existence de §. > 0 tel que pour tout
fAS

couple de réels (x,y) tels que |z — y| < 0., | f(z) — f(y)] < e/2

1 .
3. pour tout n € Z, .on pose ¢, (f) = Q—/f(x)e_”“”dx
I

— préciser ¢, (f) lorsque f est la fonction constante égale a 1

1
N 17 sin((N+§):c)
— Mont (Pen(t) = — [ f(t—2)—— 27 "¢
ontrer que n;Nc (Nen(t) 271'_/7rf( x) sin(g) o
N
On pose Sy (f) = Z cn(f)en, et,pourm € N, o, (f) = m—l—lZN oSN (f)
n=—N
Mont L€ R|on(£)H) = /ft e o,
ontrer que pour —r)————=2 — dx
amep m+1 81112(2)
4. Endéduire,sie >0ett e R,meN
oy sin?((" L))
lom(F)() = fFO)] = et 1) [(f(t—ﬂf)—f(t))shﬁ(;c)dl"
.9, m+1
1 (" L))
= E/2+ 27T(m+1) A <|z|<m 2M Sin2(§) &
< eg/2+ 2M

0
(m+1) sinZ(é)
penser a vérifier que o,,,(1) = 1

5. Conclure .



Polynémes de BERNSTEIN

Sergei Natanovic BERNSTEIN est né en 1880 et est mort en 1968.

1) Définition.
Soit f une fonction définie et continue sur [0, 1] & valeurs dans C. Pour 1 entier naturel non nul donné , le n-iéme polynéme
de BERNSTEIN associé a f est :

ch ( )Xkl X k.

n
2) Lidentité Y  C(k —nX)?X (1 —X)"™* = nX(1 - X).
k=0
a) On suppose dans ce paragraphe que : Vx € [0,1], f(x) = 1.
Si, pour tout x de [0, 1], f(x) = 1, alors pour 1 entier naturel non nul donné :

=) CEXMO=X)"F = (X+(1T-X)" =1.

yneN Y CEX(1—-Xx)m k=1,
k=0

b) On suppose dans ce paragraphe que : Vx € [0, 1], f(x) = x.
Si, pour tout x de [0, 1], f(x) = x, alors pour n entier naturel non nul donné :

=) c‘;T—'ika — Xk

ler calcul. Pour 1 <k <n,

_k n! B m—T1)! k1
Ch_?tk!(n—k)! k=D =1) = (k=1))! =G

k
n

Donc

n k mn k n
=y cle—kau —XR=3 cﬁaxku —X)R =y ckXF - x)n Tk
k=0 k=1 k=1
n n—1
=X) CRiXM T —x)m e = x Y ek X1 = X)) =X (X (1= X)) =X
1=0

=k
mENT, ) CR XK1 -X)"TF=X.
k=0

2 éme calcul. Pour n € N*,

Z Ck Xk 1— Z Ck Xk 1 )T‘Lfk

=2 (Z c‘;kav)“k> ::i X1 =Y = XX+ 1Y),



Donc
=k
nenNt, ) CEEXKH —Y)R=X(XH1 =Y
k=0

En particulier, quand Y = X, on retrouve le résultat précédent .

¢) On suppose dans ce paragraphe que : Vx € [0, 1], f(x) =x(x—1).
Si, pour tout x de [0, 1], f(x) = x(x — 1), alors pour n entier naturel supérieur ou égal & 2 donné :

n—1

o k [k e
Bn(f):;ChE(E—QXk(]—X) k= ch n—1k)X*(1 = X)" .

ler calcul. Pour 1<k <n-—1,

ek nl B (n—2)! _ k-1
MG = m ey - M Ve iy —we—ny - M G
Donc
n—1'¢ n—1 =
Bn(f) = ——— ck OXEI =X = X1 = X) Y CpX (1 =X
k=1 k=1
n— 2 n—1 n
:——Xl— Zc XA =X = X = X)X T =X
n—1
=———X(1-X).
n

L’égalité précédente restant vraie pour n =1 :

o —1
ynenNt, Y cl;% (E — 1) XE(1T =Xk = —“Txm —X).

k=0

2 éme calcul.

—1

y crk (E _ 1) Xk vk = - L 3 Clk(n— kXK1 —Y)"k
o n\mn n

k=1
1 3 (3 [ ne
= X0 =Y) (W (;) CxX*(1-Y) k))
—Ixa-n2 (Zix1-vm) = L X(1 = V) (X 41— )~
= X = (T ) =l = D)X= VX4 1Y)
n—1 5

=—X1-=-Y)(X+1T=-Y)"
n
Donc

vn € N¥, Z Chk (E — 1) Xk(1—y)nk = fn—qu —Y)(X+1-=Y)" 2
=0 n n n

En particulier, quand Y = X, on retrouve le résultat précédent .

d) Calcul de ) Ck(k—nX)*X*(1 —X)" ¥,
k=0

3

D Ch(k—nX)PPXH(1 =X = Y CRIIXM(T—X)"F = 2nX ) KCEXM(1—X)"* +n?X? Y CRX*(1—Xx)~ %
k=0 k=0 k=0 k=0

3

= Z Chk(k—m)X (T =X)"F —n(2X = 1) ) kCEX (1= X)" % 4+ n?X?

k "ok
—n?2 k> k1 _ 2 2X — ~ekyki1 n—k 2y2
=n E Ch ( )X (1=X)"* —n~(2X 1)kgzonCnX 1-X) +nX



et donc les résultats de a), b) et ¢)

D Ch(k—nX)PX*(1 =X * =n? <“—1X(1 —X)—(2X—=1)X+ XZ) =n?(—
n

k=0

1 1

x2 + X) =nX(1 —X).

Finalement

n
¥neN*, Y Ck(k—nX)*X (1 —=X)"* =nX(1 - X).

k=0

3) Convergence uniforme de la suite des polynémes de BERNSTEIN

Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs dans R ou C . On va montrer que la suite (B, (f))nens converge uniformément
vers f sur [0, 1].

a) Une majoration de [f(x) — Byn(f)(x)].
Soit x un réel de [0, 1] et n un entier naturel non nul.

£x) — Ba ()] = Z i () ¥t xm
= [f(x) Z ChxM(1—x)" = > Ckf (E) (1 —x)nk
= k=0
= ‘;(f(x)f<k)>xk(1 —x)" K
k=0 n
f(x) —f (E) x

b) Pourquoi ’expression précédente est-elle petite ?
n

(d’aprés 1)a))

(1—x)" k.

IN
M-
2

Tout d’abord, Z CKx¥(1 —x)™ % =1 est une expression bornée uniformément en x.

k=0
f(x)—f (—k>
n
(x)—f (—k)
n

espérer que Z CRx¥(1 —x)™* soit petit. Mais 1a, on dispose de
keJ

k k
Ensuite, pour x donné et pour des k tels que |x — —| est petit, est petit. Pour les k tels que — est assez
n n

éloigné de x et décrivant donc un sous-ensemble J de [0, n], |f est bornée uniformément en x et il n’y a qu’a

ck k 2 ( = 2k1 n_k_x(l—x)<1
Z n(;—x) —x)" g (——x) x(1—x) = < e

ke]j

c) Soit € un réel strictement positif.
f est continue sur le segment [0, 1] et est donc d’une part bornée sur ce segment, et d’autre part uniformément continue
sur ce segment d’apres le théoréme de HEINE. Par suite, il existe un réel M tel que pour tout x de [0, 1], [f(x)| < M et il

existe un réel o > 0 tel que Y(x,y) € 0,112, [x — y| < o = [f(y) — f(x)| < %

d) Soient n un entier naturel non nul et x un réel de [0, 1].

6) = B0 < 3 CE 1) = () [x411 x>
k=0
= ) Cx f(x)—f(%) X(T—x)"*+ Y Cx f(x)—f@) X1 —x)
k=0 k=0
Ix—¥|<a [x— L[>

et donc



|f(x)—13n(f)(x)|g§ Y oCxI xR M Y CRxR(I xR

k=0 k=0
x—E|<a [x—¥|>«
n n 2
€ _ M k _
§§Zc‘;xk(1fx)n k+7 > ock <xa) xX*(1 —x)"k
k=0 k=0
[x—E >«
e M < K\ . _k
§§+?2Cn<x—5) X1 —x)™
k=0
e 2Mx(1—x), .,
=3 Jr?T(d apres 1)),

. . . k .
(dans la deuxiéme somme, l'inégalité |x — —| > « s’écrit encore 1 <
n

e 2M1/4 ¢ M
_ <s+—5—=3
[f(x) —Bn(f)(x)] < 5T 2 n 2 + no2’

2
1 1 1
(six €0,1], x(1—x) = 1= <x - z) < é_l) En résumé, € > 0 strictement positif ayant été donné, on a montré que :
€ M
Vx € [0,1], vn € N*| [f(x) — Bn(f)(x)] < = + 5 -
2 Ino
€ M € S . .
Or, 7 + ol tend vers 5 quand n tend vers 4oc0. Par suite, il existe un entier naturel non nul ng tel que tout entier
1ot
M € €

+ = = ¢ et donc pour tout réel x € [0, 1], [f(x) — B (f)(x)] < «.

£
natureln2n0,§+m<z >

On a montré que
Ve >0, Inpg e N*/ vx € [0,1], Yn € N, (n > ng = |f(x) — Bn(f)(x)] <,

et donc que

La suite (Bn(f))nen+ des polynémes de BERNSTEIN converge uniformément vers f sur [0, 1].

4) Le théoréme de WEIRSTRASS.

D’apreés 2), toute fonction continue de [0, 1] dans R ou C est limite uniforme sur [0, 1] d’une suite de polynomes.
Plus généralement, soit f une fonction continue sur un segment [a, b] et soit g la fonction définie sur [0, 1] par :

vx € [0,1], g(x) =1f((b—a)x+ a).

X—a

Comme la fonction x — (b — a)x + a est un homéomorphisme de [0, 1] sur [a, b] (de réciproque la fonction x — )

—a
et que f est continue sur [a,b], g est continue sur [0,1]. Il existe alors une suite de polynémes (Qn)nen convergeant
uniformément vers g sur [0, 1].

Pour n dans N et x dans [a, b], posons

Pn(x) = Qn (;_ Z)

Soit € > 0. Il existe ng € N* tel que pour x dans [0,1] et n > 1o, |g(x) — Qn(x)| < €. Mais alors, pour n > ng et x dans

[Cl,b]a
[f(x) = Pn(x)] = ‘9 (:_D ~Qn (z_z)‘ =

x—a est dans [0, 1].

car

On a montré que :



Ve >0, dnp € N*/Vx € [a,b], Yn € N*| (n > 1oy = [f(x) — Pu(x)] < g,

et donc la suite de polynémes (P, )nen+ converge uniformément vers la fonction f sur Uintervalle [a, b]. D’ou le :

Théoréme de WEIRSTRASS. Toute fonction continue sur un segment [a, b] de R a valeurs dans R ou C
est limite uniforme sur ce segment d’une suite de polynémes.

5) Peut-on généraliser a R?
Soit (Py )nen une suite de polyndmes convergeant uniformément sur R vers une fonction f. Nous allons montrer que f est
nécessairement un polyndme.

D’aprés le critére de CAUCHY uniforme, il existe un entier ng tel que pour n > ng, p > np et x réel,
Pn(x) —Pp(x) <1,
et en particulier pour n > ng et x réel,
[Pn(x) = Pny(x)[ < T
Pour n > ng, le polynéme P, — Py, est borné sur R et donc constant. Par suite,
vn > ng, Vx € R, Py (x) = Pn, (x) + Pn(0) — Py, (0).
Quand n tend vers +oco a x fixé, on obtient :
Vx € R, f(x) = Pn, (x) — Pn, (0) + f(0).

On a montré que :

Si (Pn)nen est une suite de polynémes convergeant uniformément sur R vers une fonction f,
f est nécessairement un polynome.

Ce résultat montre que les séries entiéres usuelles de rayons infini (de somme e* ou cosx ...) ne sont pas uniformément
convergentes sur R.



