
Soit E un ensemble fini non vide. On appelle dérangement de E toute permutation f de E sans point fixe,
c’est-à-dire telle que :

∀ k ∈ E, f(k) 6= k

Bien entendu, le nombre de dérangements d’un ensemble fini ne dépend que de son cardinal.
Pour tout entier naturel non nul n, on note Dern l’ensemble des dérangements de [[1, n]], et dn son cardinal.

1Soit n un entier naturel non nul. Donner le cardinal de l’ensemble des permutations de [[1, n]].

2Calculer d1 et d2.

3On fixe un entier naturel n > 3, et, pour tout k ∈ [[1, n− 1]], on considère les ensembles

Xk = {f ∈ Dern, f
−1(n) = f(n) = k} et Yk = {f ∈ Dern, f

−1(n) = k, f(n) 6= k}

Soit k ∈ [[1, n− 1]]. Calculer les cardinaux de Xk et de Yk en fonction de dn−2 et dn−1.
Indication : on pourra établir une bijection entre Yk et Dern−1.

4En déduire, pour tout entier naturel n > 3, la formule :

dn = (n− 1)(dn−1 + dn−2)

5Montrer, pour tout n > 2 :
dn = ndn−1 + (−1)n

6En déduire que pour tout entier naturel non nul n, on a :

dn =
∑

06k6n

(−1)k
n!

k!
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1n! (cours).

2 d1 = 0 et d2 = 1.

3Se donner un élément de Xk, c’est se donner un dérangement de [[1, n− 1]]\{k} : Xk est donc de cardinal
dn−2.

On définit une application ψ de Yk vers Dern−1, de la façon suivante : à tout élément f de Yk, on associe le
dérangement de [[1, n− 1]], cöıncidant avec f sur [[1, n− 1]]\{k}, et envoyant k sur f(n).

On définit également une application φ de Dern−1 vers Yk envoyant un dérangement g de [[1, n − 1]] sur le
dérangement de [[1, n]] cöıncidant avec g sur [[1, n− 1]]\{k}, envoyant k sur n, et n sur g(k). On vérifie aisément
que :

φ ◦ ψ = Id Yk
et ψ ◦ φ = Id Dern−1

Ainsi, Yk et Dern−1 sont en bijection, et ont donc même cardinal dn−1.

4Comme Dern est la réunion disjointe des ensembles X1, . . . , Xn−1, Y1, . . . , Yn−1, la question précédente
prouve que :

dn = (n− 1)(dn−1 + dn−2).

5Pour tout entier naturel supérieur ou égal à 2, on formule l’hypothèse :

(Hn) : dn = ndn−1 + (−1)n

L’amorçage pour n = 2 est aisé.
Fixons un entier n > 2, supposons Hn, et déduisons-en Hn+1 : n + 1 > 3, donc on a dn+1 = n(dn + dn−1)

d’après la question précédente. D’après l’hypothèse de récurrence, dn−1 = dn−(−1)n

n , ce qui donne en remplaçant
dans l’expression précédente :

dn+1 = (n+ 1)dn + (−1)n+1

La propriété est donc héréditaire.
En conclusion, la propriété est vérifiée, pour tout entier n > 2.

6Pour tout entier naturel non nul n, on formule l’hypothèse de récurrence :

(Hn) : dn =
∑

06k6n

(−1)k
n!

k!

On vérifie aisément que H1 est vraie.
Fixons un entier naturel non nul n, supposons Hn, et montrons Hn+1 :

dn+1 = (n+ 1)dn + (−1)n+1 = (n+ 1)

 ∑
06k6n

(−1)k
n!

k!

 + (−1)n+1

=

 ∑
06k6n

(−1)k
(n+ 1)!

k!

 + (−1)n+1 (n+ 1)!

(n+ 1)!
=

∑
06k6n+1

(−1)k
(n+ 1)!

k!

La propriété est donc héréditaire.
En conclusion, la formule est bien vérifiée pour tout entier naturel non nul n.

Corrigé


