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Polyndmes et applications linéaires

|[EXERCICE 1]

n € N* est un entier naturel fixé.
On note R, [X] le R-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Soit ¢ ’application qui & tout polynéme P € R,,[X] associe le polynéme :
o(P) = (X?-1)P' —nXP.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,,[X].

2. Pour tout entier i € [0;n], on pose : P; = (X + 1){(X — 1)"~¢.
Montrer que (P;)o<i<n est une base de R,,[X]. Calculer ¢(P;) en fonction de P;.

3. Déterminer I'image et le noyau de ¢.
Donner une condition nécessaire et suffisante (portant sur n) pour que ¢ soit bijective.

|[EXERCICE 2]

Dans cet exercice, E désigne un R-espace vectoriel, et a et b sont deux réels distincts.

1. Un résultat préliminaire
Soit u un endomorphisme de F.

Montrer que :
Ker(u? — (a4 b)u + abldg) = Ker(u — aldp) @ Ker(u — bldg) .

(on rappelle que u? désigne I'endomorphisme wu o u, et Idg désigne I'application
identique de E).

p,q, f sont maintenant trois endomorphismes de F vérifiant les trois relations :
p+a=1dg ; ap+bg=f ; d’p+biq=f>.
On suppose également que f n’est pas une homothétie.
2. Montrer que E = Ker(f — aldg) @ Ker(f — bldg) .
3. a) Etablir que pog=qgop=0.
b) Montrer que p et ¢ sont des projecteurs non nuls.
c) Préciser leurs images et leurs noyaux.
On suppose désormais ab # 0.

4. Montrer que f est bijective et exprimer f~! en fonction de a,b, p,q.

5. Montrer que :
YneN, ff=a"p+b"q,

puis montrer que cette relation se généralise a n € Z.
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6. Dans cette derniére question, £ = R? et on définit les applications :

' R2 — R2? ot f: R2 — R2
| (@y) — (zt+y,r+y) | (@y) — 2 +y,z+2y)

On admettra qu’il s’agit bien d’endomorphismes de R?.
a) Montrer que pour tout k € N* : h¥ = 2k=1p,

b) En déduire 'expression de f™ en fonction de Idg et de h pour n € N.

c) Montrer qu’il existe deux réels distincts a et b que 'on déterminera (a < b) tels
que :
(f —aldg) o (f —bldg) =0.

d) Montrer qu'il existe deux projecteurs p et ¢ que 'on exprimera en fonction de Idg
et de h tels que :
VneN, ff"=a"p+0b"q.

PROBLEME (extrait de CENTRALE PC 2016) |

Dans tout le texte, N est I’ensemble des entiers naturels, R ’ensemble des réels, n désigne
un entier naturel supérieur ou égal a 1 et R, [X] est 'ensemble des polynomes a coefficients
réels de degré au plus n.

Pour a < b dans Z, on note [a;b] 'ensemble [a;b] NZ.

Pour k& € N*, on note P, le polynome X*~1'. On rappelle que R,[X] est un R-espace
vectoriel de dimension n + 1 dont la famille (Pg)ief1;n41] est une base.

Pour P € R,[X], on note deg(P) le degré de P et, lorsque P est non nul, cd(P) désigne le
coefficient dominant de P, c’est-a-dire le coefficient du monoéme Xde8(F) |

k k!
Pour k € N et j € [0;k], le coefficient binomial | . | vaut ——— -
j 7'k = 3)!

Pour un ensemble E et f: E — E, on définit application f*: E — E par récurrence sur
k € N de la fagon suivante :

fO=TIdp et fFtl=fof*
Si f est bijective, on note f~! la réciproque de f et pour k € N, on note f=% = (f~1)*.

Pour p € N*, on note M,,(R) I'ensemble des matrices carrées réelles de taille p.

Puisque nous n’avons pas encore revu les matrices en cours,
les questions

I.A.3), 1.A.4), .A.6), .A.7), 1.A.8) et IIL.A.3)

sont facultatives.

I. L’opérateur de translation et ’opérateur de différence

I.A. L’opérateur de translation

L’opérateur de translation est 'endomorphisme 7 de R, [X] donné par :
7 Ry[X] — R,[X]
P(X) — P(X+1).
I.A.1) Pour un polynéme non nul P € R, [X], exprimer deg(7(P)) et cd(7(P)) a l'aide de
deg(P) et cd(P).
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I.A.2) Soit P € R,[X]. Pour k € N, donner I’expression de 7%(P) en fonction de P.

I.A.3) Donner la matrice M = (M;;)i<ij<nt1 de 7 dans la base (Py)reime1]- On
exprimera les coefficients M; ; en fonction de 7 et j.

I.A.4) Question réservée aux 5/2
Préciser I'ensemble des valeurs propres de 7. L’application 7 est-elle diagonalisable ?

I.A.5) Montrer que 'application 7 est bijective et préciser 7—1. L’expression de 7/ trouvée
a la question I.A.2) pour j € N est-elle valable pour j € Z ?

I.A.6) Que vaut M~ ? Exprimer les coefficients (M 1), ; en fonction de i et j.
I.A.7) On se donne une suite réelle (uy)ren et on définit, pour tout entier k € N :
bk
vk:Z ()uj (I.1)
=0 \J

Déterminer une matrice @ € M,,11(R) (que l'on exprimera en fonction de M) telle

que :
Vo Ug
U1 Q Ul
Un Un

I.A.8) En déduire la formule d’inversion : pour tout entier k € N,
j=0 J

I.A.9) On considére un réel X et la suite (up = A\¥)pen. Quelle est la suite (vg)pen définie
par la formule (I.1) ? Vérifier alors la formule (1.2).

I1.B. L’opérateur de différence

L’opérateur de différence est 'endomorphisme § de R,[X] tel que 6 =7 — Idg, (x]

§: Ro[X] = Ry[X]
P(X) ~ P(X+1)—P(X).

I.B.1) Pour un polyndéme non constant P € R,[X], exprimer deg(d(P)) et cd(6(P)) a
laide de deg(P) et cd(P).

I.B.2) En déduire le noyau Ker(d) et I'image Im(d) de ’endomorphisme §.
I.B.3) Plus généralement, pour j € [1;n], montrer les égalités suivantes :

Ker(07) = R;j_1[X] et Im(¢87) = R,,—;[X] (1.3)
I.B.4) Pour k € N et P € R,[X], exprimer 6*(P) en fonction des 77(P) pour j € [0;k].

I.B.5) Soit P € R,,_;[X]. Montrer que :

J

J

Y (—1)n (”) P(j) =0. (L4)
=0
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I.B.6) Dans cette question, on veut montrer qu'il n’existe pas d’application linéaire
u: R,[X] — R,[X] telle que uwowu =¢. On suppose, par 'absurde, qu’une telle appli-

cation u existe.

a) Montrer que u et 62 commutent.

b) En déduire que R;[X] est stable par I'application w.

c) Montrer qu’il n’existe pas de matrice A € Ma(R) telle que :

2 (01
o 0)

d) Conclure.

I.B.7) Dans cette question, on cherche tous les sous-espaces vectoriels de R,,[X] stables par

I’application §.

a) Pour P polynéme non nul de degré d < n, montrer que la famille (P, §(P), ...
est libre. Quel est ’espace vectoriel engendré par cette famille ?

,04(P))

b) En déduire que si V est un sous-espace vectoriel de R, [X] stable par § et non

réduit a {0}, il existe un entier d € [0;n] tel que V = Ry[X].

II. Une application en combinatoire

Pour tout couple (p, k) d’entiers naturels non nuls, on note S(p, k) le nombre de surjections

de [1;p] dans [1;k]. De facon cohérente, pour tout p € N*, on pose S(p,0) = 0.

II.A. Quelques cas particuliers
IT.A.1) Que vaut S(p,n) pour p<n?
IT.A.2) Déterminer S(n,n).
IT.A.3) Déterminer S(n+ 1,n).
I1.B. Recherche d’une expression générale
I1.B.1) Combien y a-t-il d’applications de [1;p] dans [1;n] ?
II.B.2) Pour p > n, établir la formule :
" (n

ou S(p,0) = 0 par convention.

I1.B.3) En déduire, a l'aide de I.A.8), une expression de S(p,n) pour p = n.

(IL5)

I1.B.4) En relisant la question I.B.5), commenter la cohérence de cette expression pour p < n.

II1.C.

Simplifier autant que possible les expressions suivantes :

> (=1 k <k> K et > (=1 k <k

k=0 k=0
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III. Etude d’une famille de polyndémes

On considere la famille de polynomes :

Hy=1
1k—1

Hk:H.]:[)(X_j) pour k € [1;n].
J:

ITI.A. Généralités
ITI.A.1) Montrer que la famille (Hy)pepon) est une base de R, [X].
ITI.A.2) Calculer §(Hy) et, pour k € [1;n], exprimer 6(Hy) a l'aide de Hy_q.

ITI.A.3) La matrice M définie a la question I.A.3) et la matrice M’ de taille n+1 donnée

par :
1 1 0 ... 0

0 . . .o

M,: E ‘.‘ ‘.‘ ‘.‘ 0

S

0 0 1

sont-elles semblables ?

ITI.A.4) Montrer que, pour k,? € [0;n],

1 sik=/

k _
FUHN0) = {0 sik#L.

ITI.A.5) Montrer que, pour tout P € R,[X],

III.B. Etude d’un exemple

ITI.B.1) Donner les coordonnées du polynéme X3+2X2+5X+7 dans la base (Ho, Hy, Ho, H3)
de Rg[X] .

ITI.B.2) En déduire un polynoéme P € R5[X] tel que :
3(P) = X3 +2X?* 4+ 5X + 7.
ITI.B.3) Déterminer les suites réelles (uy)ren telles que
Upyo — 2upyr +up = K2+ 2k +5k+7  (keN).
II1.C. Polynémes a valeurs entiéres

ITI.C.1) Soit k € Z. Calculer H, (k). On distinguera trois cas : k € [0;n—1], k > n et
k < 0. Pour ce dernier cas, on posera k = —p.

ITI.C.2) En déduire que H,(Z) C Z, c’est-a-dire que H,, est a valeurs enticres sur les
entiers.
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ITI.C.3) Soit P € R,[X] a valeurs entiéres sur les entiers. Montrer que 6(P) est aussi a
valeurs entieres sur les entiers.

ITI.C.4) Montrer que P € R,[X] est a valeurs entiéres sur les entiers si et seulement si ses
coordonnées dans la base (Hy)pe[o;n) sont entieres.

ITI.C.5) Soit P € R[X]| de degré d € N. Montrer que si P est a valeurs entieres sur les
entiers alors d! P est un polyndme a coefficients entiers. étudier la réciproque.

Problémes — © T.LEGAY - Lycée d’Arsonval 6/6 11 septembre 2018



CORRIG I

[EXERCICE 1]

1. e La linéarité de ¢ se vérifie facilement :
VAER, V(P,Q) ERJX2 (AP + Q) = (X* - 1) (AP + Q) —nX(A\P + Q)
= A[(X? - 1P —nXP]+ [(X* -1)Q" — nXQ]
= Ap(P) + ¢(Q).
e Soit P € R,[X]. On peut écrire : P =a, X"+ Q avec Q € R,,_1[X], d’ou :
(P) = a,[(X* = )nX" ' — X" + (X? - 1)Q' — nXQ = —na, X" '+ (X* - 1)Q' — nXQ

degré <n

est de degré < n, c’est-a-dire p(P) € R,[X].

Ainsi, | ¢ est bien un endomorphisme de R, [X]. ‘

2. e Les polynomes P; pour 0 < ¢ < n sont n + 1 polynémes de R, [X], espace vectoriel de dimension
n+1 ; pour prouver qu'’il s’agit d’une base de R,,[X], il suffit donc de prouver qu’ils forment une famille
libre.

Pour cela, procédons par récurrence sur n € N*.

— Pour n =1, la famille est formée des deux polynoémes {X —1,X + 1} dans R;[X]. Cette famille
est libre puisque la relation A\g(X — 1) + A1 (X 4+ 1) = 0 implique Ag = A; = 0 (en faisant X =1

puis X = —1).
— Supposons donc la propriété démontrée a l'ordre n — 1 (n > 2), c’est-a-dire que la famille des
polynémes ((X +1)"(X — 1)"_1_1')0<i<n_1 est libre.

Soient alors (A;)ogicn M+ 1 réels tels que > AP, = 0. Cela s’écrit aussi :
i=0
MX D"+ X +DX =D (XD X D)+ M X+ 1) =0 (%)
Pour X =1 on obtient A\,2" =0 d’out A, = 0. La relation (x) devient donc :
(X =DPoX =" T+ XM (X+D)(X=1D)" 2+ 4+ X (X +1)" (X =D+ A (X +1)" 7 =0
et anneau R[X] étant integre on en déduit :

MX D" P N X+ DX =) 24 XX+ D)X - 1)+ A (X + 1) =0,

D’apres I’hypotheése de récurrence, cela implique \g =A\; = - - - = \,_1 =0.
On a donc démontré que la famille des polynémes ((X + 1)*(X —1)*77) .
la propriété a 'ordre n. Cela achéve la récurrence. On a ainsi démontré :

est libre, c’est-a-dire

la famille des polynémes ((X + 1)(X —1)"~7)

o<icn €St une base de R, [X].

e Pour i € [0;n] ona:

e(P)=(X DX+ DX+ )" (X -1)" "+ (n—9)(X + 1) (X - 1)"" ] —nXP
=i(X —1)Pi+(n—4)(X+1)P, —nXP, = (n—2i)P,.

Remarque pour les 5/2 : on a ainsi déterminé des valeurs propres et des vecteurs propres de ¢.

3. D’apres le cours, puisque (P;)ogicn est une base de R, [X], on sait que Im ¢ est le sous-espace vectoriel
engendré par les polynémes ¢(P;). Deux cas se présentent :
~ n impair : dans ce cas, pour tout i € [0;n], n — 2i n’est pas nul, donc la famille (¢(P;)),_._ est
encore une base de R, [X].
Dans ce cas, ¢ est un automorphisme de R, [X] (puisque transforme une base en une base).

— n pair : dans ce cas, Im¢ est le sous-espace vectoriel de R, [X] engendré par les n polynomes P;
pour i € [0;n]\ {Z}. Ce sous-espace est de dimension n (puisque la famille (P;) est libre) ; d’apres
le théoreme du rang, Ker ¢ est donc de dimension 1, et, puisque ¢ (Pn /2) = 0, Kerp est la droite

vectorielle engendrée par le polynéme P, j, = (X2 —1)"/2.
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[EXERCICE 2]

1. Un résultat préliminaire

e Déja, les deux sous-espaces vectoriels Ker(u—aldg) et Ker(u—bIldg) sont en somme directe : en effet, si
x € Ker(u—aldg)NKer(u—0bldg), alors (u—aldg)(z) = (u—bldg)(z) = 0 soit u(z) = ax et u(z) = bx.
Puisque a # b, 1’égalité ax = bx implique = = 0, donc Ker(u — aldg) NKer(u — bldg) = {0g}.
e Onremarque que u?—(a+b)u+abldg = (u—bldg)o(u—aldg) donc Ker(u—aldg) C Ker(u?—(a+b)u+abldg) ;
de méme, I'égalité u?—(a+b)u+abldg = (u—aldg)o(u—bldg) implique Ker(u—bldg) C Ker(u?—(a+b)u+abldg).
On en déduit : Ker(u — aldg) @ Ker(u — bldg) C Ker(u? — (a + b)u + abldg).

e Démontrons P'inclusion réciproque, et soit z € Ker(u? — (a + b)u + abldg). On < remarque > que x
peut s’écrire :

1
T=— [(u—bldg)(z) — (u— aldg)(z)].
Posons z1 = =L+ (u — bldg)(z) et 2o = ——L5(u — aldg)(z), de sorte que = z1 4+ x2. On a alors :
1
(u—aldg)(z1) = b(u—aIdE)O(u—bIdE)(a:) = b(u2 —(a+b)u+abldg)(z) =0
a— a—

compte tenu de I'hypothése faite sur a, donc x; appartient & Ker(u — aldg) et on démontre de la
méme fagon que xo appartient & Ker(u — bldg).

Cela prouve que Ker(u? — (a + b)u + abldg) C Ker(u — aldg) + Ker(u — bldg), d’ott I'égalité de ces
deux sous-espaces vectoriels et finalement :

Ker(u? — (a4 b)u + abldg) = Ker(u — aldg) @ Ker(u — bldg).

2. On calcule :
2= (a+0b)f+abldg = a®p + b*q — (a + b)(ap + bq) + abldg = ab(p + q) — abldg = 02 (k)

donc Ker ( f2—(a+b)f +abIdE) = FE et le résultat demandé découle directement de la question
préliminaire.

p+g=1dp (1)

ap+bg=1f (2)

En faisant (2)—b(1) on trouve p = —L+(f—bldg) et en faisant (2)—a(1) on trouve ¢ = 72— (f—aldg).
On en déduit :

3. a) On a le systeme : {

1
d’apres un calcul déja fait, et puisque f —aldg et f — bldg commutent, on a aussi poq=0.

b) En reprenant I'expression trouvée ci-dessus :

o 1 B S ,
P = (aib)g(f bldg) (afb)Q(f 2 f + b2Idp)
" (@ _1 B (a2p + b2q — 2b(ap + bq) + b*1d)
— @ _1 b)? (a2p+ bQ(IdE —p) — 2b(ap + b(Idg — p)) + bQIdE) _ : _1b)2 ((a - b)2p) .

donc ‘ p est un projecteur, et il en est de méme de q. ‘

Ces projecteurs sont non nuls puisque f n’est pas une homothétie (donc f # aldg et f # bldg).

¢) Puisque p et ¢ sont deux projecteurs associés, Kerp =Imgq et Kerq =Imp.
Puisque p = —L(f — bldg), Kerp = Ker(f — aldg) et on a de méme Kerq = Ker(f — bldg).

a—
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4. D’apres un calcul déja fait :

f2—(a+b)f+abldg =0

donc puisque ab # 0 on a

dp = —— (£~ (a4 D)f) =~ (7~ (a+ D)ldr)) o /

ce qui s’écrit go f = Idg avec g = fﬁ (f — (a+ b)IdE)) . Il est clair que g commute avec f donc on a
aussi fog=1Idg, ce qui prouve que f est inversible et que :

5. e

1 1 1 1

! =g9=-— (ff(a+b)IdE)) =-— (aerbqf(aer)IdE)) = Ep+ 74

La propriété f™ = a"p+b"q peut se démontrer par récurrence sur n, ou, mieux, a ’aide de la formule
du binéme.
En effet, puisque p et ¢ commutent, on a, pour tout n € N* :

n—1

Y\ k ek

f=(ap+bq)" = a"p" +b"q" + ) (k)p"”q .
k=1

Or p" = p et ¢" = ¢ car ce sont des projecteurs et pour k € [1;n — 1], p*¢" ¥ =0 (car pg = 0), ce
qui donne le résultat demandé pour n € N*. Ce résultat demeure vrai pour n = 0 puisque p+¢q = Idg.

Puisque f~! = a"'p+b~'q, le méme calcul donne, pour n € N* : f~" = ¢ "p+b~"¢, donc la formule
reste vraie pour n entier négatif.

En conclusion :

6. a)

b)

d)

‘VnGZ, f":a"erb"q.‘

Pour tout (z,y) € R? :
Wz, y) =h(z+y,a+y)=(@+y+a+y,c+y+a+y) =2 +y,z+y) = 2h(z,y)

soit h? = 2h, et on démontre alors facilement la relation demandée par récurrence sur k.

On remarque que f = Idg 4+ h donc en utilisant la formule du binéme (Idg et h commutent!), on a
pour n € N* :

k=0 k=1
_  (n k—1 _ 1 =~ (n k
IdE+< (k)z )hIdE+2<Z<k)2 1>h
k=1 k=0
n_q

cette derniére formule restant vraie pour n = 0.

D’aprés la question précédente, f? = Idp 4 4h = Idg + 4(f —Idg) donc f? —4f + 3Idp = Og(p),
c’est-a-dire (f — IdE) o (f — 3IdE) = Og(E) .

Onadonc:|a:1 et b:3.|

et

[Ny

En s’inspirant des calculs faits & la question 3.a), posons : p = ﬁ(f — bldg) = Idg —
q=37=(f —aldg) = b

Les relations p? =p, ¢> =¢q, pog=qgop =0 et f* = a"p+ b"q sont alors immédiates compte tenu
des calculs précédents.
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PROBLEME (extrait de CENTRALE PC 2016) |

I. L’opérateur de translation et 'opérateur de différence

I.A. L’opérateur de translation

d
I.A.1) Soit P = Y axX*, un polyndéme non nul de R,[X], de degré d = deg(P) (ainsi aq # 0).
k=0
Alors, 7(P) s’écrit :

d d—2

T(P)=P(X +1)=> apn(X + 1) = agX? + (dag + ag—1) X" + > 0 X* .
k=0 0 si d=0 k=0

0 si d<1

Comme a4 # 0 :

‘ deg(7(P)) = deg(P) et cd(r(P)) = cd(P). ‘

I.A.2) Une récurrence facile donne :

[VkeN, 7(P) = P(X + k)|

En effet, 79(P) = P
et si TF(P)(X) = P(X + k), alors 7**1(P)(X) = 7(7#(P))(X) = P(X + k) + 1) = P(X + (k + 1)).

I.A.3) D’apres la formule du bindme de Newton :

Vje N1, 7(P)(X) = (X +1)71 = 5 (j ; 1)Xh = i (Z - i) P .

M est donc triangulaire supérieure et les coefficients de M vérifient donc

i—1 . .
7)) pour i<

Vi,j e [1;n]?, (M), = { (

0 sinon .

I.A.4) La matrice M est triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres se trouvent sur la diagonale. Il s’agit
des nombres (J.:}) =1. Ainsi :
J
Sp(r) = {1}.
Si M était diagonalisable, elle serait alors semblable & la matrice unité, et donc elle serait égale a la
matrice unité ce qui n’est pas le cas. Donc :

‘ T n’est pas diagonalisable. ‘

I.A.5) 0 n’étant pas valeur propre de T,
‘ T est bijective. ‘

(on peut aussi dire que la matrice M de T est triangulaire supérieure & éléments diagonauz non nuls)

Puis si on considére 7: R,[X] — R,[X] , on montre comme en I.A.1) qu’il s’agit d’'un endomor-
P +—
phisme de R, [X]. Il vérifie : 707 =7 o7 =Idg,[x]. Donc :

71 (P)=P(X —1).

Puis, comme pour la question I.A.2), on montre par récurrence que pour tout k € N, 77%(P) = P(X —k).
Donc la formule est toujours vraie :

(Vk ez, 7(P)=P(X +k).|
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I.A.6) En utilisant encore la formule du bindéme, comme en I.A.3), obtient :

Vielin+1], 7 (P)(X) = (X — 1)1 = Ji <j . 1> (—1)i~1hxh = i(q)ﬂ (jf - 1)3-.

‘ 1—1
h=0 1=1

D’ou 'on déduit :

(—1)7—1 (i:i) pour < j

0 sinon .

Vi, je[Lin], (M), = {

I.A.7) La (k+1)¢ ligne du calcul V. =0Q x U est :

n+1 k k/’
Uk = Qi1 = (j)uj-
j=0

j=1

k
On en déduit (aprés changement d’indice) : Qy,; = { (j

On a donc :
I.A.8) M est inversible, donc @ = ‘M également et Q=1 = (*M)~t ={(M~1).

Or: V=QxUe=U=Q ' xV="M")xV.
La (k+1)¢ ligne de ce calcul donne alors :

n+1 n+1 n
u = (M) 01 = D (M jaravjor = ) (M7 ;-
j=1 j=1 j=0

On a donc bien :

I.A.9) On a, lorsque uz = A* pour tout k :

et on vérifie bien :

I.B. L’opérateur de différence

I1.B.1) Avec les mémes notations qu’en I.A.1), avec P non constant c’est-a-dire d > 1 on a :

d—2 d—2 d—2
§(P)(X) = agX?+ (dag+ag-1) X'+ 0pXF —agX?—ag 1 X =Y arpXF =dag X+ ep X
k=0 k=0 k=0
0 si d=1

Comme aq # 0 :

‘si P non constant, deg(6(P)) = deg(P) — 1 et cd(6(P)) = deg(P) x cd(P). ‘

1.B.2) D’aprés la question précédente, si P n’est pas constant, deg(P) > 1 et deg(6(P)) > 0, donc 6(P) n’est
pas nul. Par contraposition, si §(P) =0, alors P est constant.
Réciproquement, si P est constant, on vérifie immédiatement §(P) = 0.Donc :

| Ker(9) = Ro[X]. |

La question précédente montre aussi que Im(8) C R,,_1[X].
Or d’apres le théoréme du rang : dim(Im(d)) = n + 1 — dim(Ker(d)) = n = dim(R,,—1[X]).
Donc :

| Im(0) = R, 1 [X]. |

5/10



I.B.3) e Silon suppose Ker(67) = R;_1[X], avec j < n alors :
P € Ker(61) <= ¢7t1(P) = 0 = 07 (§(P)) <= §(P) € Ker(§?) = R, _1[X],
donc :
P e Ker(61') <= deg(d(P)) < j—1+=deg(P) < (j — 1) + 1 =j <= P € R;[X].

Ainsi, par récurrence :

Vj € [1;n], Ker(67) = R;j_;[X].

e Si P € Im(¢7), alors il existe @ € R,[X] tel que P = ¢/(Q). Or une récurrence simple (suite
arithmétique) montre que deg P = deg(Q) — j, donc deg(P) <n—j.
Par conséquent, P € R,,_;[X], et donc Im(67) C R,,_;[X].
Le théoréeme du rang assure par ailleurs que ces deux espaces ont méme dimension, donc :

Vj e [1;n], Im(6?) = R,_;[X].

1.B.4) Par définition, on a § = 7—1d, et puisque 7 et Id commutent, la formule du binéme donne directement :

k
k_ (r_ k_ _1\k—J k I
VEeN, & = (r—1d)F =) (-1) <;> .

Jj=0

1.B.5) Si P € R,,_1[X] = Ker(é"), alors §"(P) = 0. Donc d’apres le calcul précédent (avec k =n) :

0= =3 () = 3 () o

J Jj=0

Et en particulier en la valeur réelle X =0 :

Zj;(l)”j ()P -0

J

I.B.6)a) uod?=uo(u?ou?)=1u’= (u?ou?)ou=4§?ou.Donc:

‘ u et §2 commutent.‘

b) Soit P € Ry[X] = Kerd?, alors :
0*(u(P)) = u(6*(P)) = u(0) =0,

donc u(P) € Ker(6?) = R;[X]. Par conséquent :

‘ Ry [X] est stable par w. ‘
. o a b , . 2 0 1 .
c) Si A= (c d) vérifie A° = (0 0) , alors

0 a _ 2 A3 42 _[(c d
(0 C)—AXA =A°=A xA_(O 0).

. b . 2 2ab S, . .
Donc a=d et ¢ =0, ainsi A = 8 a) , puis A% = (% aa2 ) , et ainsi nécessairement a = 0, puis

2ab = 0, ce qui est contradictoire avec ab = 1. Donc :

aucune matrice A € Mz(R) ne vérifie A% = (8 (1)) .

Argument plus savant et plus joli : si A®> = <8 (1)) alors A* =0 donc A est nilpotente ; or lindice de

nilpotence d’une matrice carrée d’ordre 2 est nécessairement inférieur oiu égal 4 2 ; on devrait donc
avoir A2 =0, contradiction.
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P +— u(P)
Considérons alors A, la matrice de @ dans la base (Pi, P2) de Rq[X].

d) Puisque R;[X] est stable par u, notons @ : { I’endomorphisme induit par .

Alors A? est égale & la matrice de J dans cette méme base c’est-a-dire (8 (1)) (car §(Py) = 0 et
§(P) =1=P).

D’apres la question précédente, ceci est impossible. Donc :

‘H n’existe pas d’endomorphisme u de R,[X] tel que u? =§. ‘

I.B.7)a) On a vu (question I.B.3)) que deg(6(P)) = deg(P) —i=d —i (si d >1).
Ainsi, la famille (P,§(P),...5%P)) est une famille de degrés échelonnés de d & 0. D’aprés le cours :

‘ C’est une base de Ry[X]. ‘

b) Soit V' un sous-espace vectoriel de R, [X] stable par ¢.
Si P €V est de degré d, alors §°(P) € V pour tout i et donc Rq[X] = Vect(P,d(P),...5%(P)) C V.

Il reste a montrer ’égalité.
V' est un sous-espace vectoriel de R,[X]. Notons d = dim(V') — 1.

Notons (eg,...eq) une base de V. Nécessairement, I'un des e; est un polynéme de degré supérieur ou
égal & d, car sinon, la famille (eg,...,eq) serait une famille libre de d + 1 vecteurs dans Ry_1[X] qui
est de dimension d.

Donc il existe P dans V de degré r > d.

Si deg P = r > d, alors d’aprés la remarque précédente, R, [X] = Vect(P,§(P),...6"(P)) CV et V
ne peut étre de dimension d+ 1. Donc il existe P de degré d dans V et Ry[X] C V et par égalité des
dimensions :

‘il existe d € [0;n] tel que V =Ry[X] ‘

II. Une application en combinatoire

II.A. Quelques cas particuliers

II.A.1) Si ¢ est une surjection de E sur F', alors nécessairement Card(F) < Card(F). Donc :

‘si n > p, alors S(p,n) = 0.‘

II.A.2) Une surjection d’un ensemble de cardinal n sur un ensemble de cardinal n’est en fait une bijection.
Donc :
S(n,n) =nl.

I1.A.3) Les surjections de [1;n+ 1] sur [1;n] sont entiérement déterminées (et de maniére unique) par :

n+1

5 ) possibilités pour ces deux

— le choix de deux éléments de [1;n + 1] qui auront la méme image : (
éléments, et n possibilités pour 'image;

— puis la mise en relation bijective des m — 1 autres éléments de ’ensemble d’arrivée, avec les n — 1
autres éléments de ’ensemble de départ : (n — 1)! possibilités.

Le cardinal recherché est donc le produit :

S(n+1,n)=n("+1)(n—1)!zw.

2 2

I1.B. Recherche d’une expression générale

I1.B.1) Une application de [1;p] sur un [1;n] est parfaitement définie et de maniére unique par la donné
pour chacun des p élément de [1;p] d’un unique élément de [1;n]. Donc pour chacun des p éléments
de [1;p], il y a n possibilités.

Le cardinal recherché est donc le produit :

‘ le nombre d’applications de [1;p] sur [1;n] est donc n xn-- - xn=n?.
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I1.B.2) Notons I = {¢: [1;p] — [1;n] | Card(Im ¢) = k}. Alors, d’aprés la question précédente :

nP = Z Card(Iy).

k=1
Il reste & dénombrer I . Or les applications ¢ de Ij sont parfaitement déterminées (et de maniére unique)
par :
— le choix des k éléments de [1;n] qui forment P'image ¢([1;p]) : (}) possibilités;
— puis le choix d’une surjection de [1;p] sur Pensemble Im ¢ a k éléments : S(p, k) possibilités.

Le cardinal recherché est donc le produit : Card(f) = (}) x S(p, k) et finalement :

£ (e £ (oo

k=0

(avec la convention S(p,0) =0).
11.B.3) Oun applique alors la formule d’inversion trouvée en I.A.8) :

vy = znj (Z) U =y = zn:(—n"-k (Z) o

k=0 k=0

avec v, = nP, up = S(p, k), donc :

o350 3+

=0

I1.B.4) Pour p < n, le polynéme P = X? appartient & R,,_1[X], donc d’apres 1.B.5),

St (e = e (1) = S () =0 = s,

k=0 k=0 k=0

On peut donc généraliser, de maniere cohfente, la formule obtenue a la question précédente :

VpeN, S(p,n) = zn:(—m—k(?;) P

k=0

I1.C) Avec les questions précédentes :

i ( ) k" =5(n,n)=nl et zn:(—l)"_k(Z)k"“:S(n—i—l,n)zw.

=0 k=0

III. Etude d’une famille de polyndomes

IIT.A. Généralités

II1.A.1) Pour tout k € [0;n], deg(Hy) = k.
Donc la famille (Hy, Hy, ... H,) est une famille de degrés distincts, donc elle est libre.
Elle est constituée de n + 1 = dim(R,,[X]) éléments de R, [X]. Donc;

‘ (Ho, Hy,...Hp,) est une base de R, [X]. ‘

IIT.A.2) 0(Hp) =1 —1=0. Ensuite, pour k € [1;n],

O(Hip) = Ho(X +1) = He(X) = — | [[& +1-5) - [[X -5

k!
Jj=0 j=0
k—2 L
’% E(X*ﬁ (X+1) = (X =k +1) =5 jZO(X—J) % k
= Hy1
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Conclusion :

| 6(Ho) = 0 et pour tout k € [1,n], 6(Hy) = Hy_1 .|

IIT1.A.3) Comme 6 = 7—1id, on a alors 7(Hy) = 6(Hy) + Hy = Hy et 7(Hy) = 6(Hy) + Hy, = Hy, + Hi—1 pour
k>1.
Ainsi M’ est exactement la matrice de 7 dans la base (Hy, Hy, ..., H,) de R,[X]. Par conséquent,

‘ M et M’ sont semblables (matrice d’'un méme endomorphisme dans deux bases différentes). ‘

II1.A.4) Pour tous k,¢ € [1;n], on a (par récurrence pour ¢ > k) :

Hy_ si >k
6k(HZ) - { 0 ’ sinon .

Or pour m # 0 H,,,(0) =0 et Hy(0) =1 donc :

1 si =k
6k(HZ)(O) - { 0 sinon .

IIT1.A.5) Puisque (Hy) est une base de R,[X], pour tout P € R,[X], il existe ag,a1,...a, € R tels que
P = Z agHg.

£=0
On en déduit, par linéarité;

¥ P(0) =" as"(He)(0) = a,
£=0

donc :

III.B. Etude d’un exemple
II1.B.1) Notons Q = X3 +2X?2 +5X + 7. D’apres la question précédente, les coordonnées de @ dans la base
(Ho, Hy, Ha, H3) de R3[X] sont les 6¥(Q)(0) pour 0 < k < 3. On calcule :
Q) =Q(X+1)-Q(X)=3X*+7X +8;
3%(Q) = 8(Q)(X +1) = §(Q)(X) = 6X +10
3*(Q) = *(Q)(X +1) - 6*(Q) = 6.

On a donc :

\Q = 6H; + 10H + 8H, +7H0.‘

I11.B.2) Puisque 6%(Hy) = Hy_», alors par linéarité :

‘si P = GHs + 10H, + 8H; + TH,, on a 62(P) = 6Hs + 10H, + 8H, + TH,.

IT1.B.3) e Cherchons d’abord une solution particuliere (vy)ren & ’équation proposée.
On a vu que pour un polynéme P, §?(P) = P(X +2) — 2P(X + 1) + P(X).
Donc avec P tel que 6%(P) = X3 +2X2 +5X + 7 et v, = P(k), la suite v convient.
Une solution particuliére est donc donnée par :

Vk €N, vy = 6Hs(k) + 10Hy(k) + 8Hs(k) + THo (k) = 6(?) + 10(’3 +8(§) + 7(’;) :

avec la convention habituelle : (]f) =0 si i > k (voir détails des calculs & la question ITI.C.1)).

e Une suite quelconque (uy)ren est alors solution de équation proposée si et seulement si elle vérifie :

VEeN, (u—v)pp2 —2(u —0)pg1 + (v — )k = (Ukg2 — 2Ups1 + Uk) — (Vg2 — 2041 + V)
= (k®+2k* +5k+7) — (K*+2k* + 5k +7) =0,

ce qui équivaut a dire que la suite w = u — v est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 vérifiant
I’équation homogene :

VkeN, wpro — 2wig41 +wi = 0.
L équation caractéristique de cette récurrence est 72 — 2r +1 = (r — 1)?, donc il existe des constantes

réelles a et b telles que :
VkeN, wy =a+ bk.
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e Enfin, on obtient la solution générale de 1’équation proposée en ajoutant a la solution générale de
I’équation homogene la solution particuliere trouvée plus haut :

u est solution si et seulement si il existe a,b € R tels que : Vk € N, up = a + bk + 6(’5‘”) + 10(2) + 8(§) + 7(’;) .

II1.C. Polynémes a valeurs entiéres

II1.C.1) On distingue les 3 cas proposés (on suppose bien siir n € N*).

n—1
e Si ke [0;n—1], alors Hy(k) =0 puisque k figure parmi les racines de H, = & [] (X — j).
=0
e Si k>n alors:
n—1
1 1 1 k! k
Hok)=—TT—j) = —k(k—1) - (k—n+1)=——— (")
(k) n'j]-;-[)( 7 n! ( ) (k=n+1) n! (k—n)! (n)

e Si k<0,ennotant p=—k,on a:

Ho(k) = ok (k= 1) (k= (0= 1)) = - (-p)(~(p+ 1)) - (~(p+n— 1))

_n!( 2 (p—1) == ( n )

Finalement :

(k) si k>n

n

H,(k) = 0 si ke[0;n—1]
(=" (" M) s k<0.

n

II1.C.2) Tous les coeflicients binomiaux sont des nombres entiers (puisqu’il s’agit d’un cardinal d’un ensemble),

donc pour tout k € Z, H,(k) € Z.
H,(Z) C Z.

II1.C.3) Pour tout k € Z, §(P)(k) = P(k+1) — P(k). Donc :

‘ Si P est a valeurs entieres sur les entiers, il en est de méme pour 6(P). ‘

II1.C.4) e Si P est a valeurs entieres sur les entiers, alors par récurrence sur i € N avec la question précédentes,

pour tout i € N et tout k € Z, 6°(P)(k) € Z .
En particulier §*(P)(0) € Z, et les coordonnées de P dans la base (Hj) sont des entiers.

d
e Réciproquement, si les coordonnées de P dans la base (H}) sont des entiers, alors P = Y a;H; avec
i=0
d
a; € Z pour tout ¢, puis P(k) = > a;H;(k) € Z pour tout k € Z avec la question II1.C.2).
i=0

En conclusion :

P € R,[X] est a valeurs entieres sur les entiers ssi ses coordonnées dans la base (Hy)re[o;n) Sont entieres.

II1.C.5) Supposons que P, de degré d, est & valeurs entiéres sur les entiers.

Alors d’apres les questions précédentes, il existe ag, a7 ...aq € Z tels que P = Ed: arHy, .
Donc : =
d d L= d k-1
diP = ap x dHp =) ar x = [[(X =) =Y laxdd=1)...(k+1) x [J(X —4)
k=0 k=0 §=0 i=0 =0

‘ d!P est bien un polynome & coefficients entiers. ‘

Comme le montre ’exemple du polynéme P = %XQ, de degré 2 : on a 2!P a coefficients entiers, mais
Pl)=1¢7Z.

‘ La réciproque est donc fausse. ‘
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