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Préparation CB : Réduction

Niveau 3

Dans ce qui suit FE est un espace vectoriel sur K de dimension finie non nulle n.
Un endomorphisme f de E est une homothétie vectorielle s’il existe un élément A\ de K tel que f = A Idg.

Un endomorphisme f de E est nilpotent s’il existe p dans N (ou dans N* ...) tel que f?” = Oz (g). L’indice de nilpotence
d’un endomorphisme nilpotent f de E est le plus petit élément r de N tel que " = Oz(p).

Deux matrices semblables de M,,(K) ont méme trace. La trace d’'un endomorphisme f de E est la trace d’une de ses
matrices dans une base de E et nous la noterons tr f.

tr est une forme linéaire sur L(E). De plus V(f,g) € L(E) x L(E), tr(f og) =tr(go f).
Si f et g sont deux endomorphismes de E on note [f, g] 'endomorphisme fog—go f.
Si f un élément de E, on note ®; 'application qui a tout élément g de L(E) associe [f, g].

On se propose d’étudier quelques propriétés de ®¢ pour f dans E.

PARTIE I Préliminaires

Préliminaire 1

h est un endomorphisme de E. On se propose de montrer qu’il existe un endomorphisme ¢g de E tel que h = hogo h.

Soit F' un supplémentaire de Ker h dans E. Montrer que l'application ¢ de F' dans Imh définie par:Vx €
F, {(z) = h(x) est un isomorphisme.

Soit F un supplémentaire de Im h dans F et p la projection sur Im h parallelement & F’.

On pose Vx € E, g(z) =171 (p(x)) (ce n’est pas une composition!!). Montrer que g est solution du probleme.

Préliminaire 2 Caractérisation des homothéties.

Soit h un endomorphisme de E. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes.
i) h laisse stable toutes les droites vectorielles de E.
ii) Pour tout élément z de F, la famille (x, h(z)) est liée.

a) Montrer que les homothéties vectorielles de E vérifient i) (et ii)).

b) Soit A un endomorphisme de E qui vérife i) ou ii).

Montrer que pour tout élément = de F il existe un élément A, de K tel que h(x) = A, z.

Soit u un élément non nul de E et A un élément de K tel que h(u) = Au.

Montrer que Yo € E, h(z) = Az (on pourra distinguer deux cas: (u,x) liée et (u,x) libre, et faire intervenir, si
nécessaire, x + u).

¢) Conclure.




PARTIE II Quelques propriétés de &;

f est un élément de L(E).

Pour faire plaisir a Jacobi, montrer que si g est h sont deux autres endomorphismes de E :

Montrer que ®; est un endomorphisme de L(E).

a) Montrer que Im @ est contenu dans I'ensemble 7 des endomorphismes de E de trace nulle.
b) Montrer que Vk € N, f* € Ker ®;.

c¢) Déterminer ®; et Ker & lorsque f est une homothétie vectorielle.

d) Montrer que si f n’est pas une homothétie vectorielle : dim Ker &, > 2.

P

a) Montrer que Vp € N, Vg € L(E), ®%(g) = Z (—1)* <z) fPkogo fk.

k=0

On suppose dans la suite de cette question que f est nilpotent d’indice 7.

b) Préciser <I>?T71 et @?’”72.

c) Utiliser I A pour montrer que f"~! appartient & I'image de @?’"_2.

d) Que dire alors de & ?

On suppose que 5 = 0z (£(g))-

a) Montrer que pour tout élément = de E, (z, f(x)) est liée (on pourra construire une projection a partir de ).
b) En déduire que f est une homothétie vectorielle.

¢) Réciproquement ?!. Enoncer le résultat obtenu.

On suppose que g est un vecteur propre de ¢¢ associé a la valeur propre non nulle A.

a) Montrer que Vk € N, ®;(g%) = kA g".

b) En déduire en raisonnant par I’absurde que ¢ est nilpotent.

A et p sont deux valeurs propres de f. A est la matrice de f dans une base B quelconque de F.

Montrer que 'on peut trouver un élément non nul X (resp. V) de M, 1(K) tel que AX = A X (resp. 'AY = pY).
Calculer AX'Y — X'Y A et en déduire que A — p est valeur propre de ®;.

On suppose que f admet n valeurs propres distinctes A1, Ag, ..., A,. Pour tout ¢ dans [1,n], e; est un vecteur
propre de f associé a la valeur propre A;.

a) Justifier que B = (eq,es,...,€,) est une base de E et déterminer I'ensemble D des matrices de M, (K) qui
commutent avec Mz(f).
b) En déduire la dimension de Ker @ et le rang de ®¢. Montrer que (Idg, f, f2,..., f"!) est une base de Ker ®;.
¢) On note S Pensemble des matrice de M,,(K) dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.
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Mountrer que S est un sous espace vectoriel de M,,(K) de dimension n* — n.

Montrer que Im @y = {h € L(E) | Mg(h) € S}.




PARTIE III Deux caractérisations des endomorphismes de trace nulle.

Dans un premier temps on se propose de montrer, par récurrence sur la dimension, qu'un endomorphisme d’un espace
vectoriel de dimension finie a une trace nulle si et seulement si il existe une base C, de cet espace, telle que sa matrice
dans C ait tous ses coeflicients diagonaux nuls donc soit un élément de S.

a) Montrer que la condition est suffisante.
b) Mountrer que la condition est nécessaire pour les espaces vectoriels de dimension 1.

On suppose que la condition est nécessaire pour tous les espaces vectoriels de dimension n — 1 (n € [2, +00[) et
on se propose de montrer qu’elle nécessaire dans E qui est de dimension n.

h est un endomorphisme de E de trace nulle.

a) Examiner le cas ot h = Oz (g). Dans la suite on suppose que h n’est pas nul.

b) Montrer par Pabsurde qu’il existe un élément e; de E tel que (e1, h(e1)) soit libre.

¢) Montrer I'existence d’un supplémentaire F' de la droite vectorielle D engendrée par e; qui contient h(ey).
On note p la projection sur F parallelement & D et on pose:Vy € F, h'(y) = p(h(y)).

d) Montrer que A’ est un endomorphisme de F' de trace nulle. Conclure en utilisant 'hypothese de récurrence.
e) Donner (sans démonstration) un résultat analogue pour les éléments de M., (K).

On se propose de montrer qu'un endomorphisme h de E est de trace nulle si et seulement si on peut trouver
deux endomorphismes f et g tels que h = [f, g].

a) Montrer que la condition est suffisante.
b) Utiliser IT Q7 et ce qui précéde pour montrer que la condition est nécessaire.
¢) Donner (sans démonstration) un résultat analogue pour les éléments de M, (K).

Facultatif On se propose de retrouver le résultat de Q3. La condition est clairement suffisante. La condition
nécessaire est évidente dans les espaces vectoriels de dimension 1.

On suppose que la condition est nécessaire pour tous les espaces vectoriels de dimension n — 1 (n € [2,+0o0]) et on se
propose de montrer qu’elle nécessaire dans F qui est de dimension n.

h est un endomorphisme de E de trace nulle.
a) Examiner le cas ot h = Oz (). Dans la suite on suppose que h n’est pas nul.

b) Montrer par 'absurde qu’il existe un élément e; de E tel que (e1, h(ey)) soit libre.

¢) Montrer que l'on peut compléter (e1) en une base (e, es,...,e,) de E telle que la matrice A de h dans cette base
t
soit de la forme (3 AX) avec (X,Y) € (My—11(K)?) et 4y € M,,_1(K).
1

d) Montrer I'existence de deux éléments Uy et V3 de M,,_1 1(K) tels que: A; = U1 Vi — ViUs.

Justifier 'existence d’un élément o de K tel que Uy — o I,,_1 soit inversible.

a0 (0 'R ,
e) On pose U = <O U1> et V= <S V1) avec (R, S) € (My—1,1(K)?).

Montrer que A = UV — VU si et seulement si ' X = —*R(U; —a I, 1) et Y = (U — al,_1)S. Conclure.




PARTIE IV Réduction de &; lorsque f est diagonalisable.

» Ici f est un endomorphisme diagonalisable de £. On se propose de montrer que ®; est diagonalisable.

A1, A2, ..., A, sont les valeurs propres distinctes de f.
B = (e1,ea,...,6e,) est une base de E constituée de vecteurs propres de f respectivement associés aux valeurs propres
A1, A2, ..., Op.

(Eij)(i.5)eq,np? est la base canonique de M,,(K). Pour tout (i,j) dans [1,n]?, ws; est 'endomorphisme de E de
matrice E; ; dans B.

Calculer @/ (u; ;) pour tout (7,7) dans [1, n]]Q. En déduire que ®; est diagonalisable et préciser son spectre.

a) Montrer que Ker® = {g € L(E) | Vi € [1,p], g(SEP (f,\:)) C SEP (f,\;)}.
b) En déduire que Ker & est isomorphe & L(SEP (f, A\1)) x L(SEP (f,A2)) x --- x L(SEP (f, Ap)).

c) Préciser la dimension de Ker & et lerg®y. Et sip=n?

PARTIE V f est diagonalisable lorsque ®; est diagonalisable.

» Ici f est un endomorphisme E tel que @ est diagonalisable. On se propose de montrer que f est diagonalisable.

On suppose que f admet au moins une valeur propre A. (g1,¢2,...,gnz) est une base de L(E) constituée de
vecteurs propres de ®y respectivement associés aux valeurs propres 81, B2, ..., B2 et x est un vecteur propre de f
associé a la valeur propre .

a) Pour tout ¢ dans [1,n], calculer f(g;(z)) en fonction de A, §; et g;(z).

b) On pose Vg € L(E), ¢(g) = g(z). Montrer que ¢ est une application linéaire surjective de L(E) dans E.

¢) Montrer que f est diagonalisable.

On se propose de montrer que le spectre de f n’est pas vide.

Ici K = C. a) Montrer que f posséde un polynéme annulateur non nul P.

b) En remarquant que P est scindé montrer qu’au moins une des racines de P est une valeur propre de f. Conclure.

Ici K = R et on raisonne par I'absurde. Supposons que f n’a pas de valeur propre. Soit A la matrice de f dans
une base de F.

On considére ’endomorphisme ¢4 de M,,(R) défini par: VM € M, (R), Ya(M) =AM — M A.

On considere également I'endomorphisme 14 de M,,(C) défini par: VM € M, (C), ’(Z;(M) =AM — M A.

a) Montrer que ¥4 est diagonalisable.

Montrer que 171:; est diagonalisable et que ses valeurs propres sont réelles.

b) Montrer qu’il existe un complexe non réel y valeur propre de A. Montrer que 7 est valeur propre de A et de ‘A.
Soit X (resp. Y') un élément non nul de M, 1(C) tel que AX =~ X (*AY =7Y).

Calculer @(X 'Y’) et en déduire une contradiction.

Conclure.
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