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(1. Divisibilité et Division Euclidienne (4. Nombres Premiers et Décomposition N | ( 6. Fonction indicatrice d’Euler )
Divisibilité : Soient a,b € Z. On dit que a divise b (a | b) Théoréme Fondamental de I’Arithmétique : Congruence : ¢ =b (mod n) <= n | (a—b).
s'il existe k € Z tel que b = ka. Tout entier n > 2 se décompose de maniére unique (& Définition : ¢(n) = card ({k € [1,n] tel que k An = 1}).
Théoréme de la division euclidienne : l'ordre pres des facteurs) en produit de nombres premiers : Propriétés :
Soient a € Z et b € Z*. Il existe un unique couple r o
(¢,7) €Z xNtel que: a =bg+r avec 0<r <]|b ”:Hpil (o > 1) = nAm=1= p(nm)=p(n)e(m).
N\ i=1 . .
Formules de PGCD/PPCM : w Sip est premier, alors ¢(p) =p — 1,
. Sia=[]p et b= pri’ alors - et en général ¢(p*) = p* — p*~ !, pour tout o € N*.
i ’ i i i,Bi max(o;,Bi
2. PGCD, PPCM et Algorithme d’Euclide aAb— l—[p?mn(m,ﬂz)7 aVvb=T[p" (vi,Bi) _ . 1
Sous-groupes de Z : Tout sous-groupe de (Z,+) est de Valuation p-adique : p(n) =n H B 5 '
la forme n7Z avec n € N. Si vp(n) est 'exposant de p dans la décomposition de n, pin
PGCD : aZ + bZ = §7Z avec § = pged(a,b) = a Ab. alors : Théoréme d’Euler (Grand Théoréme de Fermat) :
SiaAn=1,alors: a¥*™ =1 (mod n)
. . > = v,(ab) = vy(a) + v, (D). ’
= g A b est le plus grand diviseur commun a a et b. p(ab) p(a) + vp(b) Petit Théoréme de Fermat : Si p est premicr et a € 7,
== [algorithme d’Euclide calcule a A b via successions = vp(a+b) > min(vy(a), vp(D)). alors a” = a (mod p) et a?~' =1 (mod p), quand p 1 a.
de divisions euclidiennes. oo Formule de Gauss : n = Z p(d).
. — n d|
PPCM : aZNbZ = pZ avec pu = ppem(a,b) = a V b. Formule de Legendre : v,(n!) = L?J \ i, J
i : . = k=1
\Relatlon fondamentale : (a AD) - (a V b) = |ab|. L | (7 Théoreme des Restos Chinois N
Si nq,...,n, sont deux a deux premiers entre eux, alors
(3. Théorémes Fondamentaux (5. Congruences et Anneau Z/nZ ) . = ar (modm)
le systeme (S) :
Identité de Bézout : Structure de Z/nZ : x = ap (mod ny)
aNb=1 <= F(u,v) €Z* au+bv =1 Bl ble : F & (Z/nZ)" ) ) L k k
dore . 1 Elément inversible : k € n <~ kAn=1 N
Theborentle d(j\ z}iulss ) On pose N = Hnl et N; = —. Comme n; AN; =1, on
(afbe e , ano= ) = alc w5 7,/nZ est un corps <= n est premier. i=1 i
L.emme d EPChde : L 5 cherche u; € Z tel que N;u; =1 (mod n;).
S,l p est. premn?r et p | Cfb’ alors p [ a oup|b. Cyclicité de (Z/nZ) : Alors g = Z a;N;u; est une solution de (S) et toutes les
Equations diophantiennes : az + by = ¢ admet des (Z/nZ)* est cyclique <= n € {2,4,p* 2p*} avec p ¢ luti t de la f _ EN. ot k€ 7Z
solutions (z,y) € Z2 < (aAb)|ec. premier impair et k > 1. \au res solutions sont de la forme x = o + kIV, ou & € ")
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