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Algebre (zénérale : Anneaux, Corps & Idéaux

Partie 1 : Structure d’Anneau & Sous-anneaux

Partie 2 : Idéaux d’un Anneau Commutatif

Partie 3 : Idéaux Premiers et Maximaux

Définition : Un anneau (A,+,-) est un ensemble
muni de deux lois associatives vérifiant :

= (A,+) est un groupe abélien (neutre 04).
5 . est distributive par rapport a +.
=z . admet un élement neutre 14.

Dans toute la suite, A est commutatif et 14 £ 04.
Eléments remarquables :

1w Inversible : £ € AX <— Jyc A,zy =14.

1w Diviseur de zéro : =z # 04 tel que Jy #
04,2y =04.

1w Nilpotent : z € A tel que In € N* 2" = 04.

Anneau intégre : Anneau commutatif unitaire sans
diviseur de zéro non nul.

ie.:axy=04 = =04 0uy=04).
Sous-anneau : B C A est un sous-anneau ssi :

w lyeBetVe,ye B,onax—ye B, z-yeB.
Morphisme d’anneaux : f : A — B vérifie :

w flzty) = f(2)+ fy) et flzy) = f(2)f(y).

w f(ls)=1p.

Noyau et Image : Im(f) est un sous-anneau de B.
Ker(f) ={x € A| f(z) =0p} s. anneau de A.

Définition : Un sous-ensemble I C A est un idéal de
A ssi:

= (I, +) est un sous-groupe de (4, +).

w Yo € AVzx €I, a-x €l (absorbant).
Propriétés des idéaux : Soit I, J idéaux de A

w [=A < 1€l < INA*#0.

5 L’intersection qlq d’idéaux est un idéal.

w [+ J={z+y|xel,yeJ}estunidéal

w [.X est un idéal de A pour toute partie X C A.

Idéaux vs. Morphismes : Soit f : A — B mor-
phisme d’anneaux

ww Si J idéal de B alors f~1(J) idéal de A.
= Ker(f) est un idéal de A.

= Si f est surjective et I idéal de A, alors f(I) idéal
de B.

Idéal principal : Idéal engendré par un élément :
(a) =aA={a-x |z € A}.

Anneau principal : Un anneau A est principal si
tous ses idéaux sont principaux

VI idéal de A,Ja € A, I = (a).

Exemples fondamentaux : Z et K[X] (ou K est un
corps) sont des anneaux principaux.

Idéal premier : P # A idéal de A tel que :
Ve,yec A, azye P — z€ PouyeP

Caractérisation : P est premier <= A/P est in-
tegre.

Idéal maximal : M idéal de A tel que les seuls idéaux
contenant M sont M et A.

Caractérisation : M est maximal <= A/M est un
COrps.

Propriétés :

i Tout idéal maximal est premier (car tout corps
est integre).

= Théoréme de Krull : Tout idéal I # A est
contenu dans un idéal maximal.

Partie 4 : Structure de Corps

Définition : Un corps K est un anneau commutatif
unitaire non nul dans lequel tout élément non nul est
inversible (K* = K \ {0x}).

Propriétés des corps :

i Un corps K n’admet que {0k} et K comme
idéaux.

1 Tout morphisme d’anneaux de corps est soit nul
soit injectif.

= Tout anneau inteégre fini est un corps.
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