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Algebre Générale: Structured’Algebre
\ J
(1. Généralités V(2. Sous-algeébre engendrée par un élément vs. Polynéome minimal )

Dans toute la suite : K =R ou C. Notations : Soit A une K-algebre et a € A.

Définition : On appelle K-algeébre tout triplé (A, +, -, *) tel que :
= (A, +,-) est un K-espace vectoriel et (A4, +, x) est un anneau. = Pour tout P(X Zaka on pose P(a Zaka € A, avec a® = 14.

w YA e K V(r,y) € A2 ona: X (zxy)=(\-2)xy=a*(\ y). = Kla] = {P(a), telq];eOPGK[X]}. =
w Vr e A,ona: lg.x =zx. Propriétés :

Définition : Une partie B C A est une sous-algebre de A si : & Pour tout (P, Q) € K[X]2, on a (P+Q)(a) = P(a)+Q(a) et (PO)(a) = P(a)*Q(a).
wlaeb. iz Kla] est la plus petite sous-algébre de A contenant a, appelée sous-algebre de A
1 B est un sous-espace vectoriel de A. engendrée par a.
= B est stable par produit : V(x,y) € B%,z xy € B. 1z Ka] est commutative : tous les polynémes en a commutent entre eux.

Propriété caractéristique : Une partie B C A est une sous-algébre de A ssi : Vocabulaire et Propriétés :

w 1,4 € B. = P € K[X] est dit polyndéme annulateur de a € A < P(a) = 0.
w V(z,y) € B, V(o,8) €K%, on:ax+ By Betwxy€ B. w [, = {P € K[X], tel que P(a) =0} est un idéal de K[X].

Définition : Soient A et B deux K-algebres. = Si il existe P € K[X], non nul, tel que P(a) = 04, alors I, est engendré par un

f A — B est dit un morphisme d’algébres ssi : unique polyndme unitaire (non cte), noté 7, et appelé polynéme minimal de a.
w f(la)=1p. 1w Dans cas 7, divise tous les P € K[X], tel que P(a) = 0.

w V(x,y) € B2 V(a,3) € K2, on : iz En dimension fini, m, existe toujours.
faztBy) = af@)+B.7y) et f@xy) = (@)« (). Théoréme Fondamental : Soit a € A. Au cas ou 7, existe, pour tout k € N* on a :

Eerl.‘(()?)rleesiejn‘ slzjr:ast fncﬁdséa?nd: A et Im(f) est une sous-algebre de B. = (la,a, a:) .liée & deg(ma) < k.

Eléments nilpotents : z est nilpotent dans A ie p € N* tel que 2P = 0, (14,a,---a” libre < deg(mq) > k.

alors 14 — 2 est inversible, avec (14 — ) Zx L w5 dim K[a] = deg(7,). Plus précisément : K[a] = Vect(14,a---a*), o k = deg(r,). )

Page @ sur @



