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1. Espaces et Sous-Espaces Vectoriels

Algebre Linéaire: EV & App. Linéaires
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3. Dimension Finie

Soit E' un K-espace vectoriel (K =R ou C).
Sous-espace vectoriel : F' C E sev de E ssi :

w F = () (en général O € F)).

w Ve,ye FYAeK, A +y e F.
Intersection et Somme :

= [’intersection quelconque de sev est un sev.

w Lasomme F+G ={z+y|z e Fyc G} estle
plus petit sev contenant F' et G.

w Lasomme F'+G est directe (F®Q) ssi FNG = {0g}.

Sous-espaces supplémentaires : F' et G sont supplé-
mentaires dans £ < F = F & G < tout € E s’écrit de
maniére unique x =y + z avec y € F et z € G.
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2. Familles de Vecteurs

Soit F = (x;);cs une famille de vecteurs de E.

w F famille génératrice : F engendre E
< E = Vect(F) < tout vecteur de E est combinai-
son linéaire finie d’éléments de F.

ww F famille libre : Pour toute sous-famille finie
(l'i)iej, on a Z)\le =0 = VieJ N\ =0
ieJ
= F base : Elle est libre et génératrice. Tout vecteur
s’y décompose de fagon unique.

FE est de dimension finie ssi £ admet au moins une famille
génératrice finie.

Dans ce cas, on a :

Théoréme de la base incompléte : De toute famille
génératrice de E, on peut extraire une base. Toute famille
libre peut étre complétée en une base de F.

Dimension : Toutes les bases de F ont le méme cardinal,
noté dim(FE).

= Si dim(E) = n, toute famille libre ou génératrice a
n éléments est une base.

ww Si I est un sev de E, alors dim(F) < dim(FE), avec
égalité ssi F' = F.

Formules A Apprendre : Si F et G deux sev de E,
alors :

i dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G).
w dim(F @ G) = dim(F) + dim(G).

w F=FpG
< FE=F+(G et dim(F) = dim(F) + dim(G).

L i dim F x G =dim F + dim G.

(4. Applications Linéaires

Soient E, F deux K-ev et u € L(E, F).
Noyau : ker(u) = {z € E | u(z) = 0} est un sev de E.
Noyau : Im(u) = {u(z) | € E} est un sev de F.

Injectivité, Surjectivité, Bijectivité :
g est injective <= ker(u) = {0g}.
gy est surjective <= Im(u) = F.

i Si B est une base de F, u est entierement déterminée
par I'image des vecteurs de B.

Rang d’une application linéaire

Soient E un ev de dimension finie et u € L(E, F).
Définition : rg(u) = dim(Im(u)).

Formule du Rang : dim(FE) = dim(ker(u)) + rg(u)
Caractérisation des Isomorphismes : Si dim(E) =
dim(F') < 400, alors

u est un isomorphisme < u est injective < wu est surjec-
tive.

Dualité
Forme linéaire : Une application ¢ € L(FE,K).
Hyperplan : Sev H de E tel que 3z¢ ¢ H | E = H®Kx.

= En dim finie n : H hyperplan de F < dim(H) =
dim £ — 1.

1= H est un hyperplan ssi 3y € L(F,K) non nulle, telle

que H = ker(yp).
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