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Controle: Algebre Générale

Structure d’Idéal ]

Dans tout ce devoir :
(A, +,.) anneau commutatif non réduit & 04.

(IS

7 et J deux idéaux de A.

w I+ J={z=a+btelquex €,y J}.

I7.J ={z = Zak.bk tel que a,, € Z,b, € J}
finie

1w Un idéal Z # A est dit premier quand il vérifie la propriété suivante :

V(z,y) € A> : zyeI=xcZToubienyecT

1 Pour tout a € A\ {04}, on pose Ann(a) = {x € A tel que a.x = 04}.

i Pour tout a € A, on pose (a) = {y = a.x tel que x € A}.

= [anneau A est dit Noethérien si et seulement si toute suite croissante (au sens de

Iinclusion) d’idéaux (Zg),cy tel que Zj, C Zy41, pour tout k € N est stationnaire
(i.e : il existe un rang N & partir duquel tous les idéaux sont égaux : Vn > N, Z,, = Zy).

15 L’ensemble des diviseurs de zéro :

Onpose : D(A)={r € A|Fye A\{0a},z-y=04}.
@ Montrer que Z N J est un idéal de A.
@ Donner un exemple ot Z U J n’est pas un idéal de A.
@ Montrer que Z U J est un idéal de A < Z C J ou bien J C .

@ Montrer que Z + J est un idéal de A.

[ Samedi 17 Octobre 2026 (Durée : 2 heures) ]

@ Montrer que Z.7 est un idéal de A.

@ Justifier que Z.J7 Cc ZN J.

@ Montrer que pour a € A\ {04}, on a Ann(a) est un idéal de A.

Justifier & 'aide d’un exemple que D(Z x Z) n’est pas un idéal de Z x Z.

@ Exemples d’idéaux premiers.

[a] Montrer que dans (Z,+, x), pour tout a € Z* tel que a # +1 on a :
(a) est un idéal premier < a est un nombre premier.

E’ Montrer que dans (R[X], +, x), pour tout P € R[X], non constant, on a on a :
(P) est un idéal premier < P est un polyndme irréductible.

Montrer que dans (Z/nZ,+, X), on a :
EI Si k € Z et d = pged(k,n), alors (k) = (d)
Pour tout k € [2,n — 1], on a :

(k) est un idéal premier < k est un diviseur premier de n.

(10) On suppose dans cette question que A € A\ {04} tel que a® = a.
On pose alors : Z = Ann(a) et J = (a).

[a] Vérifier que ZNJ = {04} et que T+ J = A.
EI En déduire que pour tout autre idéal  de A,ona: (KNI)+(KNJ)=K.

(11) Soit Z un idéal premier de A. Montrer rigoureusement la propriété suivante :

Vn € N*, V(z;)1<icn € A", on a : Hmi €Z=3Jie[l,n] tel que z; €7

i=1
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@ Soit n € N* tel que n > 2. Soit (Ik)1<k<n une famille d’idéaux de A tous premiers.
Soit Z un autre idéal de A.

On se propose de montrer par récurrence sur n € N* tel que n > 2, la propriété suivante :

n
P, : ITC UIk:>EIk€[[1,n]] tel que Z C 7y,
k=1

a] Etablir que P, est vraie.
EI On suppose dans la suite que P,,_; est vraie et que P, n’est pas vraie.
EI Justifier que Vj € [I,n] ona Z ¢ U Ts.

k#j

EI En déduire que Vj € [1,n], 3z; € T tel que x; & Ty, pour tout k # j.
On pose z = x, + T1X2 -+ Tp_1.

Justifier que z € 7.

Montrer que z € Z,,.

Montrer aussi que z € T, pour tout k € [1,n — 1].
En déduire une contradiction, puis conclure.

@ En déduire les résultats suivants :
E] Théoréme des évitements des idéaux : Si un idéal Z de A n’est contenu dans

aucun des idéaux premiers (Zy),;,,, alors il existe un élément x € Z qui n’ap-
<k
partient a aucun des Zj.

n
E Si (Zk), <k<n €St une famille d’idéaux de A tous premiers tel que U Ty, est aussi
k=1

(14) On suppose dans cette question que A est principal.

On considére une suite croissante (au sens de linclusion) d’idéaux de A
(Zk) ey tel que Iy C Zyy 1, pour tout k € N.

+oo
[a] Montrer que Z = U Ty est un idéal de A.
k=0

El En déduire que 3z € A tel que 7 = (x).
Justifier 'existence de N € N tel que =z € Zy.
El En déduire que 7 = Zy.

[e] Conclure que Z,, = Iy pour tout n > N.
Quel résultat a-t-on démontré.

(15) Soit a € A\ {04} tel que Ann(a) est maximal pour 'inclusion parmi les Ann(z).
Autrement dit Vz € A\ {04}, on a Ann(a) C Ann(z) = Ann(a) = Ann(zx)

[a] Montrer que Ann(z.a) = Ann(a), pour tout € A\ {04} tel que z.a # 0.
E’ En déduire que si x.y € Ann(a) et si ¢ Ann(a), alors y € Ann(a).
En déduire que Ann(a) est un idéal premier dans A.

(16) On suppose dans cette question que A admet une famille finie d’idéaux maximaux de la
forme (Z, = Ann(2k)); ¢pcp-

[a] Montrer que D(A) = U Ann(xyg).
k=1

El En déduire dans ce cas une CNS pour que D(A) soit un idéal de A.

un idéal, alors 3k € [1,n] tel que Z; C Zj, pour tout j € [1,n].

Donner un exemple d’anneau ou cette condition est réalisée.

Bonne Chance
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Corrigé

@ Montrons que Z N J est un idéal de A

w Elément neutre :
Puisque Z et J sont des idéaux de A, ils contiennent tous deux le neutre additif
04. Ainsi, 04 € TN J, ce qui prouve que 'intersection n’est pas vide.

= Stabilité par addition : Soient z,y € ZNJ. Alors x,y € Z et x,y € J.
i Puisque Z est un idéal et que x,y € Z,onaz —y € L.
= De méme, puisque J est un idéal et que z,y € J,onaxz —y € J.
Par conséquent, x —y € ZNJ.

= Absorption par multiplication externe : Soit a € A et soit x € ZN J. Alors
reletzxeJ.

i Puisque Z est un idéal, a - x € 7.
1 Puisque J est un idéal, a -z € J.

Ainsi, a-x €ZNJ.
L’intersection Z N J est donc bien un idéal de A.

Exemple ot ZU J n’est pas un idéal de A

Considérons 'anneau des entiers A = Z et choisissons deux idéaux principaux :

IT=27 e J=3Z

* L’élément 2 appartient & Z, donc 2 € ZU J.
L’élément 3 appartient & J, donc 3 € ZU J.

Si la réunion Z U J était un idéal, elle serait stable par addition. Or, la somme de ces
deux éléments vaut : 2+ 3 = 5 * Est-ce que 5 est dans 2Z 7 Non.
Est-ce que 5 est dans 3Z 7 Non. Par conséquent, 5 ¢ ZU J.

La réunion Z U J n’est donc pas stable par addition, ce qui prouve qu’elle n’est pas un
idéal de A.

@ Montrons que ZU J est un idéal de A <= 7 C J ou bien J CZ

1w Sens indirect (<) : Supposons que Z C J (le cas J C T étant symétrique). Alors
la réunion Z U J est égale a J. Puisque J est un idéal de A, la réunion Z U J est
par conséquent un idéal de A.

iz Sens direct (=) (par ’absurde) : Supposons que Z U J soit un idéal de A, et
supposons par ’absurde que 'on n’ait ni Z C J ni J C Z.

iz J] existe donc un élément x € 7 tel que = ¢ J.

ww ] existe également un élément y € J tel que y ¢ T.

Considérons la somme de ces deux éléments : z + y. Puisque ZU J est supposé étre
un idéal, il est stable par addition, donc z+y € ZU J. Cela signifie que (z+y € )
ou(z+yeJ):

v Premier cas (¢ +y € Z) : Comme xz € Z, par stabilité par soustrac-
tion/addition dans l'idéal Z, on a :

y=(z+y —z€l

C’est en contradiction directe avec le fait que y ¢ 7.

iz Second cas (z+y € J) : Comme y € J, on a de méme :
r=(x+y)-yeJ

C’est en contradiction directe avec le fait que = ¢ J.

Dans tous les cas, on aboutit a une contradiction. L’hypothese de négation est donc
fausse, douZ C J ou J C T.

@ Montrons que Z + J est un idéal de A

Par définition, la somme de deux idéaux est ’ensemble :
I+J={z+yleel yeJ}

= Elément neutre : Puisque 04 € T et 04 € J,on a0y =04 +04 € T+ J.
L’ensemble n’est pas vide.
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= Stabilité par addition : Soient u,v € Z + J. Par définition, il existe z1,29 € Z
et y1,y2 € J tels que u = x1 + y1 et v = xo + yo. Calculons leur somme :
u—v=(z1+y1)— (22 +y2) = (21 — 22) + (y1 — ¥2)

Par associativité et commutativité. Puisque Z et J sont des idéaux, ils sont stables
par addition, donc x1 — x2 € Z et y; — y2 € J. Ainsi, u — v s’écrit bien comme la
somme d’un élément de Z et d’un élément de J, doncu —v € T+ J.

1= Absorption par multiplication externe : Soit a € Aet soitu=z+yeZ+J
(avec x € T et y € J). Multiplions par a en utilisant la distributivité :

a-u=a-(z+y)=a-xz+a-y

Puisque Z et J sont des idéaux, on a a-x € Z et a -y € J. Par conséquent,
a-ueEIT+J.

L’ensemble Z + J est donc bien un idéal de A.
@ Montrons que Z.7 est un idéal de A

Par définition, I’idéal produit Z.J est I’ensemble des sommes finies d’éléments de la forme
Tryr avec xp €L et yp € J -

1J = {Z TrYk

nEN*,sz,xkEI,ykej}
k=1

= Elément Neutre : On a 04=04-04. CommeO0yq €Zet0y€ J,onalye’l].

n m
15 Stabilité par addition : Soient u,v € ZJ. Alors u = Zxkyk et v = Zx;y;
k=1
Leur somme u — v s’écrit comme une grande somme finie regroupant les termes de

u et de v :
n m
w—v =Y myr+ Y Ty
k=1 j=1

Chaque terme de cette somme reste de la forme « un élément de Z multiplié par un
élément de J ». Doncu—v € ZJ.

w Absorption par multiplication externe : Soit a € A et soit u =Y ,_; Txyx €
ZJ. Par distributivité dans 'anneau A :

n
a-u=a- (Zickyk)
k=1

Jj=1

n

= (a-z)y

k=1

Puisque Z est un idéal, pour tout k, on a a - xy € Z. Ainsi, chaque terme (a - zx)yx
est le produit d’un élément de Z et d'un élément de J. Par conséquent, a-u € ZJ.

L’ensemble Z.7 est donc bien un idéal de A.

@ Justifions que Z7 CITNJ

n
Soit u € Z.J. Par définition, u est de la forme u = Z TRy avec T € L et y € J pour
k=1
tout k.

1= Puisque J est un idéal, chaque y; € J, donc par absorption externe, zpyr € J
pour tout k.

n

i Par suite, la somme finie u = E (zryr) est une somme d’éléments de J. Comme

k=1
J est un idéal, il est stable par addition, donc u € J.

= De méme, en inversant les roles, puisque Z est un idéal, x; € Z implique que
Trpyx € L, et par stabilité par addition, u € Z.

On a donc a la fois u € T et uw € J, ce qui signifie queu € ZN J. Ainsi, Z7 CINJ.
@ Montrons que pour a € A\ {04}, on a Ann(a) est un idéal de A

i Elément Neutre : 04 -a = 04, donc 04 € Ann(a).

i Stabilité par addition : Soient z,y € Ann(a). Alors z-a = 04 et y-a = 04.
Calculons (x — y) - a par distributivité :

(x—y)-a=x-a—y-a=04—04=04

Donc z — y € Ann(a).

= Absorption par multiplication externe : Soit A € A et soit € Ann(a) (donc
x-a =04). Calculons (\-x) - a par associativité et commutativité :

Az)ra=X-(x-a)=X-04=04
Donc A -z € Ann(a).

Ann(a) est donc bien un idéal de A.
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Montrons que D(Z x Z) est un idéal de Z x Z

En effet : Dans cet Z x Z, élément x = (1,0) est un diviseur de zéro car il annule
y=1(0,1) (et y # 0). Donc z € D(A).

L’élément ' = (0,1) est aussi un diviseur de zéro car il annule 3’ = (1,0). Donc
' € D(A).

Pourtant, leur somme = + 2’ = (1,0) + (0,1) = (1,1) n’est pas un diviseur de zéro, car
le seul élément qui annule (1,1) dans Z x Z est (0,0).

@ Exemples d’idéaux premiers

E'l@

Sens (<) : Si a = p est un nombre premier, montrons que (p) est premier.
En effet : Soient z,y € Z tels que leur produit zy € (p). Cela signifie que p
divise le produit zy. D’apres le lemme de Gauss, comme p est premier, si p
divise xy, alors p divise z ou p divise y. Par conséquent, x € (p) ou y € (p), ce
qui prouve que (p) est un idéal premier.

Sens (=) : Supposons que (a) est un idéal premier de Z avec a # 0 et a # +1.
Si a n’était pas premier, il serait décomposable sous la forme a = b - ¢ avec
b,c ¢ {—1,1}. Le produit bc = a € (a), donc par définition de 'idéal premier,
I'un des facteurs, disons b, appartiendrait & {a). Cela signifierait que a divise
b, ce qui est impossible en valeur absolue puisque b est un facteur strict de a.

Sens (<) : Supposons P irréductible.
Soient A, B € R[X] tels que le produit AB € (P). Cela signifie que P divise le
produit AB, noté P | AB. D’aprés le lemme d’Euclide (ou de Gauss) :

P|AB = (P|AouP|B)
En termes d’idéaux, cela se traduit par :
AB € (P) = (A€ (P)ou B e (P))

Par conséquent, l'idéal (P) est un idéal premier.

Sens (=) : Supposons que (P) soit un idéal premier (avec P non
constant).

Montrons que P est nécessairement irréductible.

Supposons que P se décompose sous la forme d’'un produit P = @ - R avec
Q, R € R[X]. Puisque P = @ - R, on a évidemment P € (P), ce qui implique
que le produit @ - R € (P). Puisque I'idéal (P) est premier, cela entraine que :

Q € (P)

ou Re(P)

Si @ € (P), alors P divise Q). Comme on a déja @) qui divise P (car P = QR),
P et @ sont associés, ce qui signifie que R est un polynome constant non nul.
Si R € (P), par un raisonnement symétrique, @ est un polynoéme constant non
nul.

Ainsi, toute décomposition de P en produit de deux facteurs implique qu’un

des facteurs est constant non nul. Le polyndéme P est donc irréductible dans
R[X].

© Premiére inclusion : (k) C (d)

Par définition, d = pged(k,n), donc d divise k. Cela signifie qu’il existe
un entier ¢ € Z tel que k = ¢ - d. En passant aux classes dans 'anneau
Z/n7Z, on en déduit que k = - d .Par conséquent, la classe k est un
multiple de d, ce qui implique que I’élément (k) C (d).

1 Seconde inclusion : (d) C (k)
mathcal D’apres le théoréeme de Bézout, comme d = pged(k, n), il existe
des coefficients de Bézout u,v € Z telsque : d=u -k + v - n.
En passant aux classes dans I'anneau Z/nZ, et en sachant que i = 0,
onobtient :d=u-k+v-n=u-k+0o-n=1u-k+0=1a-k Ainsi, la
classe d est un multiple de k, ce qui signifie que : (d) C (k).

©= Conclusion : Par double inclusion, on a bien I'égalité : (k) = (d)

Sens (=) : Montrons que si (k) est premier, alors k un diviseur
premier de n.
Supposons que 'idéal (k) soit premier.
D’aprés la question précédente, comme (k) = (d) ou d = k A n divise
n, on peut supposer k divise n, quitte & remplacer k par d puisqu’ils
engendrent le méme idéal.
Supposons que k ne soit pas un nombre premier. Il existe alors deux
entiers strictement inférieurs & k tels que k = a-b. Dans 'anneau Z/nZ,
cela se traduit par :

G- b—ab=Fe (F)
Puisque I'idéal (k) est premier, le produit ab € (k) implique que :

ac (k) ou be (k)
Cela signifierait que @ = kq ou que b = kq dans Z/nZ. Ce qui veut dire
n divise a — kq ou que n divise b— kq. Or k divise n, donc k divise a — kq
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ou que k divise b — kq, donc n divise a ou que n divise b. Ce qui est
impossible puisque 1 <a <ket 1 <b<k.

Par conséquent, k est nécessairement un nombre premier.

Sens (<) : Montrons que si k est un diviseur premier de n, alors
(k) est premier.

En effet : Soient Z,y € Z/nZ tels que leur produit appartienne a I'idéal
(k), cela signifie que 3o € Z tel que r7y = ak = ak, autrement dit n
divise xy — ak. Or k divise n, donc k divise xy — ak, donc k divise zy
(puisque k divise ak).

Puisque k est un nombre premier, le lemme de Gauss s’applique : si
k divise le produit zy, alors k divise  ou k divise y. Par conséquent :

ze (k) ou yek)

L’idéal (k) vérifie donc bien la propriété d’un idéal premier.

Conclusion : L’idéal (k) est un idéal premier de Z/nZ si et seulement
si k est un diviseur premier de n.

Anneau avec a? = a, Z = Ann(a) et J = (a)

[a] Vérifions que ZNJ ={04} et T+ T =A:
v [ntersection : Soit x € TN J. Comme z € J = (a), il existe b € A tel que
2 =0b-a. De plus, comme z € Z = Ann(a), on a x - a = 04. En remplacant :
(b-a)-a=b-a’=b-a=x=04. DoncZNJ = {04}.
i Somme : Soit x € A. On peut écrire :

r=(x—x-a)+ (x-a)

Posons u = z—x-a et v = x-a. Vérifions que u € Ann(a) : u-a = (r—z-a)-a =
r-a—z-a>=z-a—x-a=04,donc u € Z. Il est clair que v € (a) = J. Ainsi,
r=u+v e+ J,cequiprouve que Z + J = A.

[b] Déduisons que pour tout idéal K de 4, on a (KNZT)+ (KNJ) =K :

i L’inclusion (KNZ)+ (KNJ) C K est vraie car (KNZ) C K, (KNJ) CK et
car K est stable par addition.

i Pour l'inclusion réciproque, soit x € K. Comme Z + J = A, on peut écrire
r =u+vavecu € Z et v € J. Puisque u x —wv, et que x € K et
veJCK,onauek. Ainsiu € KNZ. De méme, v=2 —u € LN J. Donc
ze(KNI)+ (KNJ), dou 'égalité voulue.

(11) Propriété fondamentale d’un idéal premier

Soit Z un idéal premier de A. Démontrons par récurrence sur n > 1 la propriété :

Vn € Nj, V(aﬁi)lgiﬁn S An, (H xT; € I) —— (H’L S [[1,71]], xT; € I)
=1

1
o Initialisation (n =1) : Si H x; = x1 € Z, l'indice ¢ = 1 convient directement.
i=1
o Hérédité : Supposons la propriété vraie pour un certain rang n > 1. Soit
(zi)1<i<n+1 € A" tel que :

n+1

[[ =
i=1

<H JL‘Z> * Tyl € A
=1

n

Notons X = sz Le produit devient X - x,,+1 € Z. Puisque Z est premier, cela
i=1

implique que :

— Soit 2,41 € Z (auquel cas la propriété est vérifiée pour i = n + 1).

n
— Soit X = H x; € Z. Par hypothése de récurrence appliquée a ce produit de n
i=1
termes, il existe un indice i € [1,n] tel que z; € Z.

La propriété est donc démontrée par récurrence pour tout n > 1.

(12) Soit n € N* tel que n > 2. Soit (Zx)i1<kr<n une famille d’idéaux de A tous premiers.
Soit Z un autre idéal de A.
On souhaite démontrer par récurrence sur n > 2 la propriété P, :

n
Pn:ZC|JZn = Fkeln], ICT,
k=1

[a] Initialisation pour n =2 (P3) :
Supposons que Z C 77 UZy. Montrons que Z C 77 ou Z C Z,. Par ’absurde, sup-
posons que Z ¢ Ty et T ¢ T,. 1l existe alors des éléments x; € T\ T, et xzo € T\ Z;.
Considérons 'élément x1 + x5. Comme Z est un idéal et que xz1,22 € Z, on a
x1 + x2 € Z. Puisque Z C Z; U Z,, on a nécessairement :

r1+r9€ZL7 ou X +x9 €Ly
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1w Sixy + 29 € 11, comme xy € I, par différence on obtient :
T9 = ($1 +ax2)—x1 €14

ce qui contredit le fait que xo ¢ ;.
= Si x4+ xo € Iy, comme zo € Zo, on obtient de méme x, € Zy, ce qui contredit
T % Ig.
Dans tous les cas, on aboutit & une contradiction. La propriété P, est donc vraie.
[b] Hérédité :
Soit n > 3. Supposons que P, _1 est vraie, et supposons par I’absurde que P,, soit
fausse. Il existe donc une famille (Zy)1<r<n d'idéaux premiers et un idéal Z tels

n
que Z C U Tk, mais Z ¢ T, pour tout k € [1,n].
k=1
m Justification que Vj € [1,n], Z ¢ U, ; Zx :
Sil’on avait Z C U Ty, alors par 'hypothese de récurrence P,,—;1 (appliquée
iy
aux n — 1 idéaux 7y, avec k # j), on en déduirait qu’il existe un indice k # j
tel que Z C Zj, ce qui contredit I'hypotheése de négation de P,,.

(i)

Construction des éléments z; :

D’apres le point précédent, pour chaque j € [1,n], I'idéal Z n’est pas inclus
dans la réunion des Zj pour k # j. Il existe donc un élément x; € T tel que
x;j ¢ I, pour tout k # j.

iii | Appartenance de z =z, + r122- - T,_1 & 7L :

Puisque z,, € Z et que Z est un idéal stable par addition et multiplication
externe (et méme interne par les éléments de I), le produit zzg - zp—1
appartient & Z (car x1 € 7). Par conséquent, leur somme z € 7.
Démonstration que z ¢ 7, :

Par I'absurde, si z € Z,,, et comme z,, € Z,,, alors comme x1Zg - Typ_1 =
z—xy €I,. Or, Z, est premier, et le produit x1 - --z,_1 appartient a Z,.
Il existerait donc un indice j € [1,n — 1] tel que z; € Z,,, ce qui contredit
la construction de x; (z; ¢ Zy pour k # j). Ainsi z ¢ Z,,.

Généralisation a z ¢ 7, pour tout k € [1,n — 1].

Supposons 3k € [1,n — 1] tel que z € I. Comme 21 - 2,1 € I}, (car
xp € Iy, et I, idéal de A), alors x,, = 2z — w1 -+ - Tp—1 € Ly, ce qui n'est pas
le cas.

Conclusion.

Selon ce qui précede, ona z € Z = ﬂ Tk, mais z € T, pour tout k € [1,n],
k=1
ce qui est impossible. Donc finalement P,, est vraie.

Théoréme des évitements d’idéaux

n

[a] Par contraposée dans le résultat précédent, on conclut que : Si un idéal Z de A
n’est contenu dans aucun des idéaux premiers (Zy)1<k<n, alors T ¢ UZ:1 T
Il existe donc au moins un élément x € Z qui n’appartient a aucun des Zj.

n
El Prendre dans la question précédente Z = U Tk qui est un idéal, alors né-

k=1
n

cessairement I'un des idéaux Z; contient 7 = U Iy, donc contient tous les
k=1

autres, c’est-a-dire qu'il existe j € [1,n] tel que Z; contient la réunion, soit

1y C Z; pour tout k.

(13) Condition de chaine ascendante dans un anneau principal
On suppose dans cet exercice que A est un anneau principal. On considére une suite
croissante d’idéaux de A : (Zj)ren telle que 7, C Ty pour tout k € N,

—+o0

[a] Montrons que Z = U 7; est un idéal de A.
k=0

w Elément neutre : 0p€ZyCZ,donc 0y €1.

w Stabilité par addition : Soient x,y € Z. Il existe des indices 7,7 € N tels que
x € Z; et y € Z;. En posant N = max(s,j), la suite d’idéaux étant crois-
sante, on a Z; C Iy et Z; C Zn. Ainsi z,y € Iy. Comme Zy est un idéal,
r—yelyCT.

w Stabilité par multiplication externe : Soit x € T (donc = € Ty pour un certain
k) et soit a € A. Comme Zj, est un idéal, a - x € I, C T.

7T est donc bien un idéal de A.

EI Déduisons que Jz € A tel que 7 = ().

L’anneau A étant supposé principal, tout idéal de A est engendré par un élément.
L’ensemble 7 étant un idéal de A, il existe donc un élément z € A tel que Z = (z).

Justifions ’existence de N € N tel que = € Zy.
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) oo . o ) ) Déduisons que Ann(a) est un idéal premier dans A.
Puisque z € 7 = U Zx, par définition de la réunion, il existe nécessairement un L’annulateur Ann(a) est un idéal de A. De plus, comme a # 0, 14 ¢ Ann(a) (car
k=0 : ’ I

entier N € N tel que x € Zy.

\El Déduisons que 7 = Zy.
D’une part, comme Zy C Z, on a Zy C Z. D’autre part, comme z € Zy et que Iy
est un idéal, I'idéal engendré par x est inclus dans Zy, c’est-a-dire Z = (x) C Zy.
Par double inclusion, Z = Zy.

[e] Conclusion.

Pour tout n > N, par croissance de la suite, on a Zy C Z,, C Z = Zy. Par
conséquent, Z,, = Iy pour tout n > N.

Quel résultat ?

On a démontré que tout anneau principal est Noethérien.

Optimalité de ’annulateur et idéal premier

Soit @ € A\ {04} tel que Ann(a) est maximal pour l'inclusion parmi les Ann(z) pour
x # 0. Autrement dit : Vo € A\ {04}, Ann(a) C Ann(z) = Ann(a) = Ann(z).

[a] Montrons que Ann(z-a) = Ann(a) pour tout z € A\ {04} tel que z-a # 0.
Soit y € Ann(a). Alors y - a = 0. Multiplions par z : - (y-a) =y - (z-a) = 0.
Cela signifie que y € Ann(z - a). Ainsi, Ann(a) C Ann(z - a). Par maximalité
de Ann(a) parmi les annulateurs, comme z - @ # 0, on a nécessairement 1’égalité
Ann(z - a) = Ann(a).

Déduisons que si z -y € Ann(a) et si © ¢ Ann(a), alors y € Ann(a).
Supposons que z -y € Ann(a) avec ¢ Ann(a). Comme = ¢ Ann(a),ona x-a # 0.
Considérons le produit (z-y)-a=x-(y-a) =0 (car zy € Ann(a)). Cela montre
que y € Ann(z - a). D’aprés la question précédente, Ann(z - a) = Ann(a), donc
y € Ann(a).

l4-a=a+#0),donc Ann(a) # A. Enfin, la question précédente montre exactement
la propriété de primalité : pour tous =,y € A, si zy € Ann(a) et © ¢ Ann(a), alors
y € Ann(a). L’idéal Ann(a) est donc bien un idéal premier.

(15) Diviseurs de zéro et réunion d’annulateurs On suppose dans cette question que A
admet une famille finie d’idéaux maximaux de la forme (Z = Ann(zg))1<k<n-

n
[a] Montrons que D(A) = U Ann(zxy).
k=1

w Inclusion (D) : Six € Ann(zy) pour un certain k, alors = -z, = 0 avec xy, # 0
(car Ann(xzy) est un idéal maximal d’annulateur, donc propre). Par conséquent,
x est un diviseur de zéro, soit © € D(A).

w Inclusion (C) : Réciproquement, si @ € D(A), alors Ja € A tel que a.x = 04,
donc xz € Ann(a), et comme les Ann(xy) sont les idéaux maximaux parmi tous
les Ann(a), alors 3k[1,n] tel que Ann(a) C Ann(xy), d’ott z € Ann(xy,).

El Déduisons une condition nécessaire et suffisante pour que D(A) soit un
idéal de A.

D’apres le théoréme des évitements d’idéaux, si une réunion finie d’idéaux premiers
n

U Ann(xy) est un idéal, alors 'un de ces idéaux contient tous les autres, c’est-a-
k=1

dire qu’il existe un indice j tel que D(A) = Ann(x;). La condition nécessaire et
suffisante pour que D(A) soit un idéal est donc que 'un des annulateurs Ann(x;)
contienne tous les autres, et par raison de maximalité, tous ces idéaux Ann(z;)
sont égaux. Autrement dit A contient un seul idéal maximal de la forme Ann(x).

Si A anneau intégre, cette condition est pleinement vérifié car Ann(z) = {04} pour

tout = € A et en particulier D(A) = {04} est bien un idéal de A.
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