CPGE Ibn Ghazi
MP 5/2 (Rabat)

RESEAU
IBNGHAZI

Prof. Mamouni
https ://myismail.net

DM : Algebre Linéaire

\(

Ev & App.Linéaires ]

Remarques :

Le devoir est composé d’un probleme en de deux parties largement dépendantes. Il traite les
notions d’images et noyaux itérés en dimension finie.

= La premiere partie de niveau CNC-CCINP, s’intéresse aux propriétés générales des
noyaux et images itérés.

5 La deuxiéme partie de niveau Mines, mais détaillée, s’intéresse aux écarts entre les
dimensions des noyaux et images itérés.

Dans tout le probleme :
ww F un K-espace vectoriel de dimension finie, dim(E) = n > 2.

w5 Pour tout f € L(E), on pose uj, = dimker(f*) et v, = dim Im(f*).

Partie A : Propriétés Générales

@ Formules simples et utiles :
Soit f, g deux endomorphismes de E. Montrer que :

[a] Im(go f) C Img.
El ker f C kergo f.
gof=0 <= Im(f) C kerg.

[ Dimanche 11 Octobre 2026 (Durée : 2 heures) ]

@ Etude des inclusions et de la stationnarité. Soit f € L(E).

[a] Montrer que pour tout k € N : ker(f*) C ker(f*+1) et Im(f**1) C Im(f*)

E’ Justifier qu’il existe un plus petit entier p € N, appelé indice de stagnation (ou
indice de f), tel que : ker(f?) = ker(fP+!)

Montrer que p < n.
E’ Démontrer que pour tout k > p : ker(f*) =ker(f?) et Im(f*)=Im(fP)

@ Décomposition en somme directe.

[a] Montrer que ker(f?) NIm(f?) = {0g}.
E’ En déduire que : E = ker(fP) @ Im(f?)
@ Propriétés des restrictions.
On pose F' = ker(fP) et G = Im(fP).
[a] Montrer que F' et G sont stables par f.
El Montrer que fjp € L(F) est nilpotent d’indice p.
Montrer que fig € £(G) est un automorphisme de G.
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Partie B : Etude des écarts des dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit f € L(E).

@ Etude des sauts de dimension des noyaux.
Pour tout k € N, on note di = ugy1 — up = dimker(f*+1) — dim ker(f*).
[a] Soit k € N. Montrer que I'application f induit un morphisme d’espaces vectoriels :
I ker(fF+2) — ker(fF+1)
\El Déterminer le noyau ker( f ) ainsi que 'image Tm( f ).

@ [a] Pour tout k € N, justifier I'existence de Fy, sev de E tq. ker(f**1) = ker(f*) & Fy.

E’ On pose p = pr, ||ker(f*)-

Justifier que l'application ¢g: Fxy1 —  Fy est bien définie et linéaire.

z = p(f(x)
Montrer que g est injective.
E’ En déduire que dim Fj4; < dim F.
[e] Conclure que : dp11 < di,

@ Conséquences sur la suite des images itérées.

[a] Exprimer dim Im(f*) — dimIm(f**!) en fonction de dy.
El En déduire que la suite (vy — vg41)k>0 est décroissante, ol v = dim Im(f*).

Montrer que si fP = 0, fP~1 # 0, alors : dimker(f) > 2

@ Interprétation géométrique.

Montrer pour tout k£ > 1 que : ugt1 — up < up —Up—1 <=  Ups1 + Up—1 < 2uy

@ On suppose que pour tout k € {0,1,...,n}, on a dimker(f*) = k.
Montrer que f est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence égal a n.

@ On suppose dans cette question que f est un endomorphisme nilpotent d’indice de nil-
potence égal a n.

[@] Justifier que pour tout k € {0,1,...
dim ker(f**1) — dim ker(f*) # 0.

El En déduire que tout k € {0,1,...,n}, on a dimker(f*) > k.
En déduire que tout k € {0,1,...,n}, on a dimker(f*) =k

,n—1}, on a

@ Conclure une caractérisation des endomorphismes nilpotent d’indice n.

Page @ sur @

DM : Noyaux et Images Itérés




CPGE Ibn Ghazi <7

MP 5 / 2 (Rabat) IBhiQHAZI

Prof. Mamouni
https ://myismail.net

Corrigé

(]

Partie A : Propriétés Générales

@ Formules simples et utiles

(]

[a] Montrons que Im(g o f) C Img :
Soit y € Im(g o f). Par définition, il existe un vecteur = € E tel que
y=(go f)(x) =g(f(x)). En posant 2’ = f(z) € E, on a y = g(z’), ce qui signifie
exactement que y € Img.
Par conséquent, Im(g o f) C Img.

EI Montrons que ker f C ker(go f) :
Soit x € ker f. Par définition, on a f(z) = 0g.
Appliquons I"endomorphisme g & cette égalité : g(f(x)) = g(0r) = Og,
c’est-d-dire (g o f)(xz) = Og. Cela prouve que z € ker(g o f), d’ott l'inclusion
ker f C ker(g o f).

Montrons 1’équivalence go f =0 <= Imf C kerg :

15 (=) Supposons que go f =0 (I’endomorphisme nul).
Soit y € Imf. Il existe x € F tel que y = f(x).
Alors g(y) = g(f(z)) = (go f)(z) = 0g(z) = 0g, ce qui implique que y € ker g.
Ainsi, Imf C kerg.

15 (<) Supposons que Imf C kerg.
Pour tout vecteur = € F, on a f(z) € Imf, donc par hypothése f(z) € ker g.
Il en résulte que g(f(z)) = Og, soit (go f)(x) = 0 pour tout x € E.
Par conséquent, go f = 0.

@ Etude des inclusions et de la stationnarité

Soit k£ € N.

w Soit = € ker(f*). Alors f*(z) = Og. En appliquant f, on obtient f¥*1(z) =
f(f¥(x)) = f(0g) = 0g, ce qui signifie que = € ker(f**1). D’ou I'inclusion
ker(f*) C ker(f*+1).

i Soit y € Im(f**1). Il existe € E tel que y = f*T1(z) = f*(f(x)). En posant
' = f(xr) € E,onay= f¥(a'), ce qui prouve que y € Im(f*). D’ot1 I'inclusion
I (/++1) € Tm(7*).

Considérons la suite des dimensions (dim ker(f*))ren. C’est une suite d’entiers
naturels croissante et majorée par dim(E) = n. Cette suite stationne donc néces-
sairement : il existe un plus petit entier p € N & partir duquel dim ker(fP+!) =
dimker(f?). Puisque ker(fP) C ker(fP™!) et que ces deux espaces ont la méme
dimension, ils sont égaux : ker(fP) = ker(fP*+1).

Pour k € [0,p— 1] et par définition de p, dim ker(f*) forment une suite strictement
croissante d’espaces vectoriels, en particulier : dim ker(f**!) — dim ker(f*) > 1.
p—1 p—1
Ainsi Z 1< Zdim ker(f*+1) — dimker(f*), ce qui donne :
k=0 k=0
p < dimker(f?) — dimker(f°) = dimker(f?) — dimker(Idg) = dimker(f?) <
dim E = n.

Montrons par récurrence sur m > 0 que pour tout k > p, ker(fP*™) = ker(f?). La
propriété est vraie pour m = 0.

Supposons-la vraie au rang m et soit x € ker(fPr™*1). Alors fP*™(f(z)) = Og,
ce qui implique que f(z) € ker(fP™™) = ker(f?). Par suite, f?(f(z)) = Og, soit
fPH(x) = 0, ce qui équivaut a z € ker(fPH1) = ker(fP). L’égalité des noyaux pour
tout k > p entraine par le théoréme du rang 1’égalité des images : Im(f*) = Im(fP).
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@ Décomposition en somme directe

[a] Soit = € ker(f?) NIm(fP). Puisque x € Im(f?), il existe un vecteur y € E tel que
x = fP(y). De plus, comme x € ker(fP), on a fP(x) = Og, c’est-a-dire f?P(y) = Op.
Cela signifie que y € ker(f??). Par la stationnarité, ker(f??) = ker(fP), donc
y € ker(f?). Il en résulte que z = fP(y) = Og. Ainsi, ker(f?) N Im(f?) = {0g}.

E’ D’apres le théoréme du rang appliqué & I’endomorphisme f?P sur F, on a :
dim(ker(f?)) + dim(Im(f?)) = dim(E)

Avec lintersection triviale établie précédemment, cela démontre que E = ker(fP)®

Im(f7).

@ Propriétés des restrictions

[a] Soit « € F = ker(f?). On a fP(f(xz)) = f(fP(z)) = f(0g) = Og, donc
f(z) € ker(fP) = F. Le sous-espace F est donc stable par f.
Soit y € G = Im(fP). Il existe z € E tel que y = fP(z). Alors f(y) = fPHi(z) =
fP(f(x)), donc f(y) € Im(fP) = G. Le sous-espace G est donc stable par f.

E’ Par définition, pour tout = € F = ker(f?), on a fP(x) = 0g, d'ou (le)p =0.
D’autre part, ker(fP) # ker(fP~!) (par définition de p). il existe donc = €
ker(fP) \ ker(fP~!). Pour un tel zo € F, on a fP~1(zq) # 0, donc (ﬁp)pil #0.

La restriction f|g est un endomorphisme de ’espace de dimension finie G. 11 suffit
de vérifier son injectivité.
Soit z € G tel que f|g(z) = 0. Alors = € ker(f) NG C ker(f?) NIm(f?) = {0g},
donc z = 0. Etant injectif en dimension finie, f | est un automorphisme de G.

Partie B : Etude des écarts de dimension

@ Etude des sauts de dimension des noyaux

[a] Soit k& € N. Vérifions que I'application f induit un morphisme [ ker(f¥2) —
ker(f*+1). Soit = € ker(f**2). Alors f**+2(x) = 0p, ce qui s’écrit fF+1(f(x)) = 0g,
soit f(x) € ker(f**1). L’endomorphisme f stabilise I'espace ker(f**2) et son image
par f est incluse dans ker(f¥*1). L’application induite f est donc bien définie.

E’ Déterminons le noyau et 'image de f :

w= Le noyau de f est I'ensemble des z € ker(f5*2) tels que f(:v) = 0, c’est-a~dire
f(x) = 0g. On a donc ker(f) = ker(f¥+2) Nker(f) = ker(f).

1 [’image de f est constituée des éléments y € ker(f¥t1) tels qu'il existe
x € ker(f"*2) avec y = f(x). Donc Imf = f (ker(f"*2))

@ [a] Soit k € N. Puisque ker( f*) est un sous-espace vectoriel de 1’espace de dimension
finie ker(f**1), il admet toujours un sous-espace vectoriel supplémentaire F}, dans
ker(f*+1). On a donc I’écriture en somme directe :

ker(f+1) = ker(f*) & F)

E’ Soit p = pp,|ker(f+) 12 Projection sur Fy parallelement & ker( 5.
Soit x € Fjy1 C ker(f*+2). Alors f**2(z) = O, ce qui s'écrit f*T1(f(x)) = 0,
donc f(x) € ker(f*1) = ker(f*) @ Fy.
Posons f(x) = a+ b tq. a € ker(f¥) et b € F,. ot b = p(f(x)) = g(z) est défini,
car unique.
De plus g est linéaire, en tant que composée d’applications linéaires.

Montrons que g est injective. Soit = € ker(g).
En effet : # € kerg = x € Fjy1 et p(f(z)) = 0p = = € Fypy et f(z) € ker(fF)
=1 € Fypy et ff11(z) =0p = x €€ Fiy Nker fFH1 = {0g}.
Ainsi, z = 0g, ce qui prouve l'injectivité de g.

E’ Puisque g est une application linéaire injective allant de ’espace vectoriel de di-
mension finie Fy4q vers F, on a directement 1'inégalité sur les dimensions :

dim Fk—i—l S dika
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[e] En se rappelant que la dimension du supplémentaire F}, correspond exactement au
saut de dimension dj, = dimker(f*+!) — dimker(f*) = dim F},, I'inégalité précé-
dente se réécrit directement :

di+1 < dj

La suite des sauts de dimension est donc décroissante.
@ Conséquences sur la suite des images itérées
[a] D’apres le théoréme du rang appliqué a f* et f*+1:
dim Im(f*) — dimIm(f**1) = (n — up) — (0 — Upy1) = Ups1 — up = dp

E La suite des dimensions des images est décroissante, et I’écart entre deux termes
consécutifs est égal & dj. Puisque la suite des sauts (di)r>0 est décroissante, la
diminution des dimensions des images est aussi décroissante.

p—1 p—1
On a di < dg pour tout k € N, d’ou de < Zdo.
k=0 k=0
p—1
Ce qui donne Z (dimker(f**1) — dimker(f*)) < p.do.
k=0

Autrement dit : dimker(f?) — dimker(f°) < p.(dimker(f) — dimker(f?)).
Qui devient n < p.dimker f, car dimker(f?) = dimker0 = dimE = n et
dim ker(f°) = dimker Idg = 0.

@ Interprétation géométrique La convexité ou concavité de la suite des dimensions des
noyaux s’étudie via la relation d’accroissement :

U1 — Uk S Uk — Up—1 > U1 + Up—1 < 2uy

Cette inéquation exprime la concavité de la suite des dimensions des noyaux successifs.

@ Cas ou dimker(f*) = k Si dimker(f*) = k pour tout & € {0,1,...,n}, alors pour
k =mn, on a dimker(f™) =n = dim F, donc f™ = 0.
pour k =n —1, on a dimker(f""!) =n —1# dimE, donc f*~1 #0
L’indice de nilpotence est exactement égal a n.

@ Etude d’un endomorphisme nilpotent d’indice n

[a] Supposons que pour un certain k € {0,1,...,n — 1}, on avait dimker(f*™!) =
dim ker(f*), alors (partie A), on aurait ker(f?) = ker(f*), pour tout p > k. En
particulier ker f* = ker f¥ = ker f*~! ce qui contredit le fait que f* = 0 et
f*~1 #£0. Donc dimker(f**1) — dim ker(f*) # 0.

El Comme les dimensions sont des entiers et que les sauts sont non nuls, on a d > 1,
ce qui implique par récurrence immeédiate que dim ker(f*) > k.

k-1 k=1 k—1

1<dy, =k = Z < Zd = Zdimker(pr) — dimker(f?) = dimker f* —
p=0 p=0 p=0

dimker f© = dimker f*. D’ott le résultat demandé si on utilise la question précé-

dente.

@ Conclusion Un endomorphisme f de F est nilpotent d’indice de nilpotence exact n si
et seulement si la suite de ses noyaux vérifie dim ker(f*) = k pour tout k € {0,1,...,n}.
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