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DM : Algebre Linéaire

\(

Polynomes ]

Le devoir est composé de quatre parties largement indépendantes, mais qui

ont un point commun : montrer que des familles de polynémes populaires forment chacune
une famille orthogonale pour un produit scalaire bien choisi.

[ Samedi 10 Octobre 2026 (Durée : 2 heures) ]

Partie B : Polynémes d’Hermite

Partie A : Polynomes de Legendre

1
~onp)

@ Justifier que L,, est un polynéme de degré n. Calculer L, (1).

Pour tout n € N, on pose : L, (X) (x2— 1)")(n)

@ Déterminer son coefficient dominant ainsi que sa parité.
1
@ Orthogonalité : On munit R[X] du produit scalaire : (P, Q) = / P)Q(t)dt
-1

[a] Montrer que pour tout P € R[X] tel que deg(P) < n, on a (L, P) = 0.
\El En déduire que pour tout (n,m) € N? avec n # m, (Ly, L,,,) = 0.

2
Mont Ln 2= anLn =
ontrer que || L,|| ( ) 12n +1

5 22n+1(n!)2
Indication : Utiliser sans démo [ (1 —¢%)"dt = ————).

Adrien-Marie Legendre (1752-1833) :

Mathématicien francais qui a profondément marqué I’analyse,

la géométrie et la théorie des nombres.

Il est I'inventeur de la méthode des moindres carrés,

un outil statistique aujourd’hui fondamental pour I'analyse de données

Pour tout n € N, on pose : H,(z) = (—1)"e*" (e’zz)(n)
@ Montrer que pour tout n € N, H,, est un polynéme de degré n.
@ Déterminer son coefficient dominant et sa parité.
@ Montrer que pour tout n € N, H/ (z) = 2nH,,_1(x) (pour n > 1).

(@) En déduire que : VYn € N,  H, 41 (x) = 2zH,(z) — 2nH, _1(x) (avec H_; = 0)

(5) En déduire que H (z) — 2z H! () + 2nH,(z) = 0
+oo

(6) Orthogonalité : On munit R[X] du produit scalaire : (P, Q) = / PH)Qt)e ™" dt

— 00

[a] Montrer que pour tout n # m, (Hy, Hy,) = 0.

“+oo
[b] Calculer ||H,|* = (H,, H,).Indic : / e dt = /r.

Charles Hermite (1822-1901) :

Mathématicien francais, reconnu pour son role central dans
le développement de ’algebre et de I'analyse.

Il démontre en particulier la transcendance du nombre e,
et résous les équations générales du 5eme degré.
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Partie C : Polynémes de Tchebechev

Partie D : Polynémes de Laguerre

Onpose Tp(X)=1let TH(X)=XetVneN, T,io(X)=2XT,11(X)—To(X).

@ Montrer que Vn € N*, on a degT),, = n et cd(T},) = 2"~ L.
(2) En déduire que (Ty, Ty, - -~ ,T,) est une base de R, [X].

@ Montrer que Vn € N* et ¢t € R on a T,,(cost) = cos(nt).

Orthogonalité : On munit R[X] du produit scalaire : (P, Q) = / —
@ Orthog X] dup o= [

[@] Montrer que pour tout n # m, (I, Tm) = 0.

IEI Calculer la norme ||T,||? = (T, T,,)-

Pafnouti Lvovitch Tchebychev (1821-1894) :
Mathématiciens russes, célebre pour ses contributions fondatrices
en théorie des nombres, en statistiques et en mécanique.

Né dans une famille de la petite noblesse russe,

il souffre des l'enfance d’une claudication (boiterie)

due a une maladie ou une malformation

Pour tout n € N, on pose : L,(z) = — (z"e

@ Montrer que pour tout n € N, L,, est un polyndéme de degré n.
@ Déterminer son coefficient dominant ainsi que sa valeur en 0, L, (0).
(@) Calculer Ly(z), Li(x) et Lo(x).
(@) Démontrer que ¥n € N*,  (n+1)Ly1(z) = (2n+ 1 — x) Ly, (2) — nL,_1(z)
@ Etablir la relation : L, (z) = L, _,(x) — L,_1(x).
@ Montrer que : (n+ 1)Lpy1(z) = 2L, (z) — (n+ 1 —2)L,(x)
(7) En déduire que : L (x) + (1 — z) L, (x) + nL,(z) = 0
Orthogonalité
On munit R[X] du produit scalaire : (P, Q) = /0+OO PH)Q(t)e tdt
[a] Montrer que pour tous n,m € N avec n # m, (Ly, Ly,) = 0.

“+o0
[b] Calculer 1a norme ||L,,||2 = (Ly, Ly,). (Indic : / t"e”t =nl)
0

Edmond Laguerre (1834-1886) :

Mathématicien francais, principalement connu pour

ses travaux en analyse et en géométrie.

Il est également le fondateur de la géométrie dirigée

et a introduit le concept d’orientation des lignes et des cercles.
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Corrigé

sécrit L, (—X) = (—=1)"L,(X).

Partie A : Polynémes de Legendre

(3) Etude de Porthogonalité : On muni R[X] du produit scalaire
Pour tout n € N, on pose L, (X)

= 2npl ((X2 - 1)n)(n)'

@ Justifions que L,, est un polynéme de degré n et calculons L, (1) :

Le polynome P, (X) = (X2 — 1)" est de degré 2n. En le dérivant n fois, on obtient un
polynoéme de degré 2n —n = n.
Pour calculer L, (1), remarquons que (X2 —1)" = (X — 1)"(X + 1)™.
Par la formule de Leibniz on a :
LX) = g (X —1)M X+ 1™

LN (™ x o m® ny(n—h)
= g () -0 )

1L Gn n! ™! P
— 2np) (kz)(nk)‘(X 1 E(X—i_l)

2
1 n n—
— QHZ(IJ (X -1 FX + 1)k
k=0
Or pour X = 1, on remarque que (X — 1)"~% = 0, sauf pour k = n, ol ¢a vaut 1, et
dans ce cas (X + 1)* vaut 27. Ainsi, L, (1) = 1.

@ Déterminons son coefficient dominant et sa parité :

Le polynéme (X2 —1)" = X" + P(X) tq deg(P) < 2n, donc

n n 2n)! (2n)!
a((x2 -~ 1)m)™ = ca (x20)® = _COL_ g (xan-my - B0}
¢ (( ) ) ¢ ( ) (ann)!c ( ) n!
.. . . ) . (2n)!
Ainsi, le coefficient dominant de L,, est égal & ———.

27 (nl)?

Pour la parité, remarquons que la fonction X + (X2—1)" est une fonction paire (puisque
(=X)? —1)" = (X2 — 1)"). En dérivant n fois une fonction paire, sa parité est (—1)".
Par conséquent, L,, est une fonction paire si n est pair, et impaire si n est impair, ce qui

[a] Soit P € R[X] tel que deg(P) < n, montrons que (L,, P) = 0.

Posons Q(X) = (X2 —1)". On a L,(X) = 5 QM (X).
!
A Taide d’intégrations par parties successives n fois, on a
1 1
L,,P) = ™) ()P
e ACARLLCL
1 n—1 1 1
= g (X0 [@PePea] o [ emptear
k=0 -
= 0

car Q) (1) pour tout k € [0,n — 1], puisque 1 est une racine de Q(X) de multi-
plicité n et car P™) = 0 puisque deg(P) < n.
Par conséquent, (L, P) = 0.

E’ En déduisons que pour tout (n,m) € N? avec n # m, (L,, L,,) = 0.
Sans perte de généralité, supposons par exemple que m < n. D’apres la question
précédente appliquée avec le polynéme P = L,,, de degré strictement inférieur a n,
on a immédiatement (L, L,,) = 0.

2
Montrons que ||L,||?> = (L, L,) = 1
n
En effectuant n intégrations par parties sur (L,, L,) (Prendre P = L,) comme &

la question a, on obtient (puisque cette fois deg P =n) :
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(LnLn) = ((2;711)';2 l_ll(tQ - " <(t2 - 1)n)(n) de En effet : H/ (x) = ((_1)n6x2 (e—xQ)(n)( /) .

_ <2—7ng|" /_ QLB e <2er () 4o ()
o N AL - e () (o))

n! J_, n ) N

D2 2n 2n+1 ()2 : e (g (s () " /n N e (n—Fk)
= 2n2+1 car /_1(1—?5 )= 2(2714£1)I (1) 2 ( )(n) ’;)(k)@ )(k)( ( )) )
= (—1)”6“”2 (2:10 (e*"’”z) - (g) (22)© (6712) )

Partie B : Polynémes d’Hermite

(n)
Pour tout n € N, on pose H,(x) = (—=1)me” (e_mz) .

@ Montrons que pour tout n € N, H,, est un polynéme de degré n :

NG

Par récurrence sur n, montrons que (e = P,(z)e=®" ou P, est un polynome

de degré n. Pour n = 0, Py(z) = 1 (degré 0). Supposons la propriété vraie au rang
/

n. En dérivant, on a (Pn(gc)e_g”2 = (P!(z) — 2aP,(2))e™*", ce qui montre que

P,i1(x) = Pl(z) — 2zP,(x) est de degré n + 1. Ainsi, H,(x) = (=1)"P,(x) est un
polynoéme de degré n.

@ Déterminons son coefficient dominant et sa parité :

Le coefficient dominant de P, est (—1)"2™ ( a faire par récurrence simple sur n € N),
donc le coefficient dominant de H,,(z) = (—1)"P,(x) est égal a 2.

Pour la parité, la fonction = — e~ est paire. Sa n-ieme dérivée a la méme parité que
(=1)". En multipliant par e’ (qui est pair) et par (—1)", la parité globale de H,, est
celle de (—1)™ x (—1)™, ce qui signifie que H,, est pair si n est pair, et impair si n est
impair (H,(—z) = (-=1)"H,(x)).

@ Montrons que pour tout n > 1, H) (z) = 2nH,_1(x) :

= (—1)"6””2 —2n(e‘“’2)(n_l)>
= 2nH,_(x)

@ Etablissons la relation de récurrence d’ordre 2 :

(n)
En effet : On sait que (e“”2> = (=1)"e*"H,(z)

D'ott (eﬂﬁ)(nﬂ) _ ((_1)ne,$an(x)),
= () (e Ha(e) 4 e Hy )
Ainsi: Hp,yq(x) = (*1)”“6”32 (eizz)(n-‘rl)

= —e (—21‘6_”2Hn(33) + 6_12H7/1(1'))
= 2zH,(z) - 2nH,_1(x)

@ Déduisons-en 1’équation différentielle satisfaite par H,, :

Selon la question précédente, on a : Hy11(x) — 2aH, () +2nH,—1(z) = 0.
So on dérive encore une fois, on obtient : H), | (x) —2H, (z) — 2z H, (x)+2nH)_,(x) =0
Or H) (z) =2nH,_:(x), donc H), | (x) — 2H, (v) — 2z H, (z) + H,/(x) = 0.

D’autre part : H), | (x) = 2(n + 1)H,(z),
d’ou : 2(n+ 1)Hy,(z) — 2H, (x) — 2zH] () + H(x) = 0.
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Donc 2nH,(z) — 2zH] (z) + H)(x) = 0.
D’ou l’équation différentielle d’'Hermite : H!(z) — 2z H/ (z) + 2nH, (x) =0

@ Etude de I'orthogonalité :
On muni R[X] du produit scalaire (P, Q) = /

— 00

+o0 2
Pt)Q(t)e " dt.

[a] Montrons que pour tout n # m, (Hy, H,,) =0 :
En effet : comme n # m, on peut supposer (par exemple) que m < n

+oo
(H,, Hy) = H,(2)Hp(z)e™® da

(=nr /_;OO (6_9”2)(") Hp(z)dz car Hy(z) = (—1)"e" (e_mz)(n)
S0t [ ommgoe) )
" (-1)n /+oo o dt)

A
IRV AR —t2\ (k) (n—1—k)
(D" Jim ()W G0 0] A)
car degH,, =m <n

(-1)" (i(—l)kAl_i}fm [(—1>'fe-t2Hk<t>H5,?—1-k>(t>}fA>
k=0
car Hi(z) = (—1)’“6””2 (e*ﬁ)(n)
lim e_tQP(t) = 0 pour tout P € R[X]

t—+oo
[b] Calculons ||H,|? = (H,, H,) :
Le raisonnement est le méme que la question précédente, sauf que cette fois m = n

(les limites des crochets en +oo sont toujours nuls).
Ainsi : ||H,||? = (H,,H,)
+oo 5
= / e U HM(t) dt

o0 9
= 2”n!/ e~ dt car deg H,, = n,cdH, =2"

— 00

= 2"nl\/m car/

— 00

Il
—
|
—_
—

3
VR
Bl 3
Il |
o =

Il
—~
I
—_
~—
3
3
L

= 0 car

+oo

e dt = 1

Partie C : Polynomes de Tchebechev

@ Montrons par récurrence que pour tout n € N*, deg(T},) = n et que cd(T},) =
2n—1
Pour n =1, deg(Th) = 1 et cd(T1) =2° = 1.
En utilisant la relation de récurrence, le terme de plus haut degré de T, o s’obtient par
celui de 2X T, 11 : deg(T,12) = max(deg(X Ty 11),deg(Ty,)) =1+ (n+1)=n+2
Et pour le coefficient dominant : ed(T},42) = 2 X cd(T}41) = 2 x 2(+D=1 = on

Puisque la famille (Ty, T4, ..., T,) est constituée de n+ 1 polynémes dont les degrés sont
étagés de 0 a n (chaque polyndme est de degré exact k), cette famille est échelonnée en
degrés, donc libre.

Etant de cardinal n + 1 dans P’espace vectoriel R,,[X] qui est de dimension n + 1, elle
forme une base :

R,[X] = Vect(Ty, Th, - - ., Tnn)[cite : 12]

Montrons que pour tout n € N* et pour tout ¢t € R, on a T),(cost) = cos(nt)
Pour n = 0 et n = 1, c’est immédiat (Tp(cost) = 1 = cos(0) et Ty(cost) = cost). En
utilisant la formule de duplication 2cosacosb = cos(a + b) 4+ cos(a — b), on obtient :
Tpi2(cost) = 2costcos((n + 1)t) — cos(nt) = cos((n + 2)t)

Etude de I’orthogonalité
On munit R[X] du produit scalaire :

ra-/ 22

[a] Orthogonalité pour n # m
En effectuant le changement de variable z = cost, on a dex = —sintdt =
—+/1 — z2dt. L’intégrale du produit scalaire se réécrit a ’aide des polynomes tri-
gonomeétriques :
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(T, Trn) = cos(nt) cos(mt) dt

™

; (cos((n 4+ m)t) 4+ cos((n — m)t)) dt
{sin((n +m)t) N

OI\J\HI\DM—‘C\
\ 3

sin((n —m)t)]"

n+m n—m 0

[b] Calcul de la norme

Pour n=0: [Tp|? = [; 1dt=m
Pour n € N* : le cTzrllcul est similaire
(T, Tn) = cos(nt) cos(nt) dt

(cos(2nt) + 1) dt

Partie D : Polynémes de Laguerre

i' (xnefm)(”)

Pour tout n € N, on pose L, (z) =
n!

@ Montrons que L, est un polynéme de degré n :
En utilisant la formule de Leibniz pour la dérivation d’un produit :

k=0 k=0

nfk(il)nfkefm

€T

En factorisant par e~*, on obtient :

w2 () 5

k=0

n—k

Le terme de plus haut degré correspond a k = 0, ce qui donne un polynéme de degré n
(="

n!

dont le coefficient dominant est

@ Coefficient dominant et valeur en O :
="
n!
précédente pour x = 0, seul le terme de plus bas degré (pour k = n) subsiste, ce qui

donne :

Le coefficient dominant est . Pour L, (0), en évaluant Pexpression de la somme

@ Calculs explicites pour n =0,1,2 :

2

Lg(x):1—2x+x—

Lo(ic)zl, B)

Li(z) =1-—z,

(4) Relation de récurrence d’ordre 3 :

Montrons que pour tout n € N* : (n+ 1)L,11(x) = 2n+ 1 — 2)L,(z) — nLy_1(x)
En effet : L, (x) = % (m"e‘“)(n)
d’ou (n+ 1)'Ln+1(x) — e ((En+167m)(n+1)
Or (zntle™ = (n+1)z"e ® —g"tle ™
D’ou (zntle ™) (n+l)  _ [(n+1)z"e™® — a"Tle™7] ()
= (n+1)(a"e )™ - (x""’le_“”)(n)
Donc e* (ac”e*"”)(n) = nlL,(x)
= zn!L,(x) —nInL,_1(z)
Dot (n+1)!L,1(x) = (n+1)n!L,(x) — [zn!L,(x) — nInL,_1(z)]
Finalement : (n+4+1)Ly11(x) = (n+1)Ly(x) —aL,(z) +nl,_1(x)

= (2n+1-a)Ly(x) —nL,_1()

@ Relation sur la dérivée :
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On a : Ln(2) _ ¢ (:Enefz)(”) Finalement : L (z) + (1 — z)L!,(z) + nL,(z) = 0.
nl
Donc : n!Ly,(z) = ¢ (x"e’r)(n) Etude de ’orthogonalité : On munit R[X] du produit scalaire :
!
D’ou : (n'L,(x))" = (ew (m”e’x)(n) +oo
Donc : nlL! (z) = ¢ (x”e‘m)(n) +e” (z™ _1)("“) (P,Q) = /0 P6)Q(t)e™" dt
= nlL,(x)+e* (a"e™ w)(nﬂ)

PN [a] Supposons par exemple m < n, donc
= la(z)+e ((“ )) (Lp, L) = +°°L(t)L (t)e~t dt
z (m—1,—z)( z (n,—z) ) e 9 o ”
= nlL,(z) "1‘”6 ((T"ZE) le ) —e” (z"e™") = /+ ( (tn —t)(”)> L, (t)e tdt
= ne” (m”_ e_“”) 0 n!
1 o\ (=1 1 [Fe —t\(n)
= ne* ((x" e") ) = - (t"e™")" Ly (t) dt
n. O
= ne*(n—1)le*Ly_1(x)) "
1 A
= nle® (—e "Lp_1(z) + e "L),_,(x)) = = Z(—l)k A1_i>m [(tne_t)(k) LG 9(t) 0
= nl(—Lp_i(z) + L, (x)) s ee
Finalement : L/ (z) = L _i(z)=Ly_1(x) n (*nl') / Pt L (1) dt
PoJo
(6) Montrons que : (n+ 1)Ly (x) = 2L, (z) — (n+ 1 — x) L, (z). =0
On sait/q(ue) t(n+ 1()[)zn+1($) Z((Q)n +1- xﬂ/n(?))‘ nLnf(l(? ' (@) Car L (t) = 0, puisque ‘deg L,, = m < n et car
Or:zL (x) =nL,(x) —nL,_1(x), donc nL,_1(x) = nL,(x) —xL/ (x). . ( n—t\(E) 7 (n—1—Fk) ) . ~ o
n ’ n 1 t L t)) = 1 1 t ligeables d t

Dot + (0 1) Lss (1) = (21 4 1 — ) En () (Lo () — 2L () -  m (t"e™) o (t) 0 puisque les polynomes sont négligeables devan
Donc : (n+1)Lyy1(x) =zL) () + (n+ 1 —z)L,(x). les puissances en +oo et enfin car (t"e_t)(k) est nulle en ¢t = 0 (on dérive a aide

. de la formule de Leibniz, puis on prend ¢ = 0).
@ Equation différentielle de Laguerre :

On sait que : (n + 1)Ln+1( )= 2L, (2) + (n+ 1 — )L (2) El Si n = m, le méme raisonnement que celui de la question précédente donne que :

/ _1\n +oo
Donc ((n +1)L n+1(ac)) = ( @)+ (n+1- x)Ln(a:)) , (Ln, Ly) = ( nl,) /0 tre LY (1) dt
d’ou (n+ 1)L, (2) = L, (v) + 2Ly (x) = -Ln(z) + (n + 1 - x) L, (z), L —"
donc (n + 1)L'In—:~1(x) L//( )+ (n+2—2)L (2) — Ln(z). = o ; t"e " dt car degL,, =n, cd(L,) = ( n')
Or L), (z) = L}, (x) — Ln(x), ce qui donne : _ teo o=t _ )
(n+1) (L}, (x) — Ly(x)) = =Ly (x) + (n + 2 — 2) L}, (z) — Ly (x). = caur/0 et =nl
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