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@ Soit A € M, (R) triangulaire supérieure et inversible.

= Soit f € L(R™), associé & A dans la base canonique B = (e, -+ ,e,) de R™.

= On pose Fj, = Vect(ey, -+ ,er) pour tout k € {1,...,n}.
[a] Montrer que f(Fy) C Fy, puis que f(F)) = Fy.

\E’ En déduire que f~1(Fy) = Fy.
En déduire que A~ est triangulaire supérieure.

E En déduire que com(A) est triangulaire inférieure.

@ A € M, (R) triangulaire supérieure et A € R
Montrer que A — AI,, non inversible < X\ € {aj1, - ,ann}-

@ A € M, (R) triangulaire supérieure et nilpotente et A € R
Montrer que A — A, non inversible < A = 0.

@ On suppose cette fois que A € M,,(R) triangulaire supérieure nilpotente.

[@] Montrer que Ve € R*, on a A — €I, est inversible.

E’ En déduire que Ve € R*, on a com (A — €1,,) est triangulaire inférieure.
En déduire que com(A) est triangulaire inférieure.

@ On suppose cette fois que A € M, (R) triangulaire supérieure et non nilpotente.

[@] On pose o = min{|A| | A € R* tel que A — AI,, non inversible}.
Montrer que « est bien défini et que a # 0.

EI Montrer que V0 < ¢ < o, on a A — €1, est inversible.

En déduire que V0 < ¢ < «, on a com (A — €1,,) est triangulaire inférieure.
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E’ En déduire que com(A) est triangulaire inférieure.
(6) Soit A € M,,(R). Montrer que :

(
[&] si rg(4) =
El si rg(A) =n — 1 alors rg(com(A4)) =
si rg(A) <

@ Calculer com(com A) dans le cas ou A est inversible.

n alors rg(com(A4)) =n

— 2 alors rg(com(A4)) =

Sirg A <n—2, démontrer que com A = 0.
@ On suppose que rg A =n — 1.

[a] Montrer que : rg(com A) =1
El En déduire l'existence U,V € M,, 1(R) tq. com A = U'V.

(10) On suppose que n > 2 et A € M, (R).

[a] Calculer com(I,) et com(AA).

EI Si A et B sont inversibles.
Démontrer que com(AB) = (com A)(com B) et com(A~1) = com(A4)~!.

Démontrer que le premier résultat de la question précédente est encore valable dans
le cas général.
Indic : On pourra admettre que les résultats des questions 5.a et 5.b sont encore
valables dans le cas général.

EI En déduire que si A et B sont semblables, alors com A et com B le sont.
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J
@ [@] Puisque A est triangulaire supérieure, pour tout j € [1,k], f(e;) = Z a; je; € Fy.
=1

Par combinaison linéaire, f(F)) C Fj. Comme f est un automorp}_lisme (car A
inversible), alors dim f(Fy) = Fy, d’ou f(F;) = F} (puisqu’on est en dimension
finie).

El D’apreés la question précédente, on a : f~1(Fy) = f~1(f(Fy)) = Fy.

D’aprés la question précédente, f~'(ex) € Fp = Vect(eq,...
k € [1,n]. Donc A~! = Mp (f~!) est triangulaire supérieure.

[d] On sait que A -com(A) = det(A)I,, dott *com(A) = det(A)A~". Puisque A~
est triangulaire supérieure,  com(A) est triangulaire supérieure, et donc com(A)
est triangulaire inférieure.

,€L) pour tout

@ Si A — A, n’est pas inversible, alors det(A — AI,) = 0. or A est triangulaire, donc

det(A — AL,) = [J(aii — A). D'ott det(A — A,) =0 ¢ A € {ay, - -
i=1

>ann}'

@ Si A est nilpotente, alors Ip € N tel que AP = 0, en particulier det(AP) = det(A)? = 0,

donc det(A4) = Ha“- =0, d’oit a;; = 0 pour tout 7 € [1,n]. D’apres la question précé-
i=1
dente, on conclut que si A — A\I,, n’est pas inversible, alors A = 0.

@ [a] Découle immédiatement de la question précédente.

EI Pour € # 0, la matrice A — eI, est triangulaire supérieure et inversible. D’apres la
question 1.d, sa comatrice est triangulaire inférieure.

L’application M +— com(M) est continue (ses coefficients sont des déterminants).
En faisant tendre ¢ — 0 dans ’égalité de la question précédente, on obtient par
passage & la limite que com(A) est triangulaire inférieure.

[@] Selon ce qui précede :
{IA| | A € R* tel que A — AT, non inversible} = {|a11],- -, |ann| tel que a;; # 0},
or A n’est pas nilpotente, donc Ja;; # 0.

D’ou {|A] | A € R* tel que A — AI,, non inversible} est un ensemble fini non vide,
donc admet un plus petit élément, lui aussi non nul.

EI Découle immédiatement de la définition :
a =min{|A| | A € R* tel que A — A\I,, non inversible}.

Puisque A — eI, est triangulaire supérieure et inversible, sa comatrice est triangu-
laire inférieure (question 1.d).

E Par continuité de la comatrice, en faisant ¢ — 0T, on conclut que com(A) est
triangulaire inférieure.

(6) [&] A-*com(A) = det(A)I,. Comme det(A) # 0,  com(A) est inversible, donc com(A)
I’est aussi et son rang vaut n.
El On a A-‘tcom(A) = 0. Donc Im(* com(A)) C ker(A). Comme dimker(A) = 1,
rg(com(A)) < 1. Or rg(A) = n — 1, donc parmi les colonnes de A, on peut trouver
n — 1 colonnes indépendantes, ce qui implique que leur mineur associé est non nul,
donc au moins un coefficient de com(A) est non nul. D’ott rg(com(A)) = 1.

rg(A) < n — 2 signifie que toute famille de n — 1 colonnes de A est liée, donc
Tous les mineurs d’ordre n — 1 sont nuls, donc tous les cofacteurs sont nuls, d’ot

com(A4) = 0.
(7) com(A) = det(A)(*A)~". Ainsi :
operatornamecom(com(A)) = (det(com(A))) - (* com(A))~!
= det(A)""! - (det(A)A™) "
= det(4)" 24
Résultat immédiat de la question 6.c.

@ [a] Déja démontré en 6.b.

EI Toute matrice de rang 1 s’écrit sous la forme d’un produit d’une matrice colonne
U non nulle et d’une matrice ligne ¥V non nulle (exercice déja vu en TD, & savoir
refaire).
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[a] I, est inversible, donc com([,,) = det(1y,) (L))" =1,.

D’autre part com(AA) = A"~ com(A), car tous les coefficients de com(\A) sont

des déterminants de taille n — 1.

EI Comme A et B sont inversibles, alors AB 'est aussi (résultat du cours).

Donc : com(AB)

D’autre part :

Iy

det(AB)(*(AB))~!

det(A) det(B)(tB)~1(*A)~1

com(A) com(B)
com(I,)

com(A.A71)
com(A) com(A4)~!

Donc com(A)~! = com (A™1).

Cas général : Selon la question précédente, on a :

com ((A —€l,)(B —¢ly,)) = com(A — el,,) com(B — €1,).

Or, lapplication M — com(M) est continue (ses coefficients sont des détermi-
nants). En faisant tendre £ — 0 dans 1’égalité de la question précédente, on obtient
le résultat demandé.

El B = PAP~!. Alors (en utilisant les question 10.b et 10.c), on a :

com(B) = com(P)com(A)com(P)~1, ce qui prouve que com(A) et com(B) sont
semblables.
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