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Enoncé exercice 67
0 a ¢

Soit la matrice M = [ b 0 ¢ | ou a,b,c sont des réels.
b —a 0

M est-elle diagonalisable dans M3 (R)? M est-elle diagonalisable dans M3 (C) ?

Enoncé exercice 68

1 -1 1
-1 1 -1
1 -1 1

1. Démontrer que A est diagonalisable de trois maniéres :

Soit la matrice A =

(a) sans calcul,
(b) en déterminant le polynéme caractéristique et la dimension des sous-espaces propres.

(c) en calculant A2

2. On note f I'endomorphisme de R?® dont la matrice dans la base canonique de R? est A.
Trouver une base orthonormée dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Enoncé exercice 69

1
1] ou a est un réel.
0

— O Q

0
On considére la matrice A = | a
a

1. Déterminer le rang de A.

2. Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ?

Enoncé exercice 70

00 1
Soit A=1 0 0] eM;(C).
010

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. A est-elle diagonalisable ?
2. Soit (a,b,c) € C3 et B = alz + bA + cA?, ou I3 désigne la matrice identité d’ordre 3.
Déduire de la question 1. les éléments propres de B.

Enoncé exercice 72

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n, et soit e = (eq, ...
une base de F

On suppose que f(e1) = f(ex) = -+ = f(en) = v, ol v est un vecteur donné de E.

s €n)

1. Donner le rang de f.

2. f est-il diagonalisable ? (discuter en fonction du vecteur v)

Enoncé exercice 73
2 1
On pose A = (4 _1>.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

0

—92)

En déduire que I'ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect (I, A).

. . . . 3
2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice <O
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EXERCICE 74 algébre

Enoncé exercice 74

1 0 2
1. On considére la matrice A= |0 1 0
2 0 1

(a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.

(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres associés.
T+ 2z

Y
2

/
2. On considére le systéme différentiel !
!/

ISENSERS]

x4+ z

x,y, z désignant trois fonctions de la variable ¢,

dérivables sur R.

En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.
Enoncé exercice 75

- . -1 —4
On considére la matrice A = 1 3 |-

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.

2. On note f ’endomorphisme de R? canoniquement associé & A.

Trouver une base (v1,v2) de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme (8 i)

On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.
¥ =—x—4y

3. En déduire la résolution du systéme différentiel ,
Yy =r+3y

Partie B : CCINP Hors Banque 2026

Exercice 1
Soit M € M5(R) telle que MMT = MTM et M2 + 21, = 0

1) Montrer que M T M est diagonalisable.

2) Montrer que Sp(MTM) C {-2,2}.

3) Montrer que les valeurs propres de M T M sont positives ou nulles et en déduire le spectre de M T M.

Exercice 2

1) Soit A € M,,(C).
a) Soit P € C[X] annulant A% tel que P(0) # 0. Soient { A1, .., Ay} les racines de P. Soit ) € C[X] tel que Q(X) = P(X)
Que peut-on dire sur () 7 Décomposer () en facteurs iméductibles.
b) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si Alest diagonalisable.

0 A
2) Soit M = ( 4 U) .Montrer que M est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

Exercice 3
Soit n € N*. On considére I'espace vectoriel £ = M ,(C).

1) Rappeler pourquoi l'application trace est une forme linéaire. Donner la dimension et une base de Ker(tr).

2) Soit ¢ I'application définie sur M ,,(C) par:
¢(A4) = A—tr(A)1,
a) Soit A € M ,(C). Caleuler tr(¢(A)).

b) En déduire les valeurs propres de ¢.

3) Lapplication ¢ est-elle diagonalisable ? Déterminer ses sous-espaces propres.

4) Dans le cas ot n = 2, donner la matrice de ¢ dans la base canonique.
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Exercice 4

Soit & un espace vectoriel de dimension finien = 2 etu € x:(E‘)
On suppose que les 2 seuls sous-espaces stables par w sont {Og} et E.

1) Que dire du spectre de u ?

3) Ecrire la forme de la matrice de u dans cette base.

4) Montrer que la matrice ne dépend pas de x.

Exercice 5
Soit (a, b) € C2 et f lendomorphisme du R-espace vectoriel C tel que :

VzeC, f(z) =az+bz

1. Montrer que [équation f(z) = 0 admet une solution z € C non nulle si et seulement si |a| = |b].
Indication : décomposer a, b et z dans la base (L, 7).
On suppose maintenant que a = e*® eth = ¥ avec (a, ) € R

2. Déterminer les valeurs propres de f.
Indication : écrire la matrice associée.

3. Déterminer v et [ tel que f soit diagonalisable.

Exercice 6

Soit x, i et z des nombres complexes non tous nuls. On pose :

1. Montrer qu'il existe une matrice L € M3 1(C) telle que M = L' L.
2. Montrer que M est diagonalisablesi et seulement si 22 + 32 + 22 # 0.
3. Montrer que, si M n'est pas diagonalisable, alors elle est semblable a

[

—
o o
o o O
(=]
—

4. Pour tout p € N, calculer M?.

2) Soit x € K\ {0g}. Montrer que (w, w(x),..... S G 1(3‘)) est une base de K.

Exercice 7

1) Pour quelles valeurs de a a-t-on: M € GL3(R) ?
Et pour quels a a-t-on M diagonalisable ?

2) Diagonaliser M en fonction de a.

1 11
3) Montrer que sia = 1, alors M estsemblablea | 0 1 0
00 2

Exercice 8
Soient (A, 1) € (C*)?et A, B, M € M ,(C)tels que:

I,=A+B
M=MA+uB
M:=XA+'B

1) M est-elle inversible ? Donner M ! (indication : calculer M — (A )M + ML),
2) Montrer que A et I3 sont des projecteurs.

3) M est-elle diagonalisable ? Donner sp(M).

Exercice 9

(8] 1 1 (0]

1) Montrer que A — est semblable a 1> — .
1 (0] 8] —1

2) Soit M & M, (IR).

Wy t = o t blabl =NAN o

ontrer que =S est semblable a =S
4 A O o AT

3) Exprimer x = en fonction de xar et x ar(— X ).

4y Justifier si ces équivalences sont vraies :
a) A inversible ssi /F inversible

b) A trigonalisable ssi I3 trigonalisable

c) M diagonalisable ssi I3 diagonalisable
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Exercice 10
Soit ¢ lapplication définie par

o(P)=(X2+1)P-(X*-1)P', PeR[X].
1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R [ X].

2) Soit P un polynéme propre de ¢ Montrer que deg(P) = n, que lon déterminera.

3) Déterminer les éléments propres de ¢.
Exercice 11

Soit  un espace vectoriel de dimension 7 et f un endomorphisme de E.

M

On dit qu'un vecteur 1 € F est un \textbffvecteur cyclique} de f i la famille
By = (u, f(u), .., f* () estlibre.

1) On suppose dans cette question uniguement que f* = 0 et f* . # . Justifier lexistence d'un tel vecteur .

2) Soit u un vecteur cyclique de f.
a) Justifier que B, est une base de E.
b) Montrer, & laide de la matrice de f dans la base B, que pour tout A € K :

rg(f—AMdg) <n—1

¢) En déduire que si f est diagonalisable, alors ses valeurs propres sont toutes simples.

3) Soient Ay, ..., A, des valeurs propres deux a deux distinctes de f, et z1, ... , T, des vecteurs propres associés respectifs. En considérant le vecteur

n
u= Ea:k
k=1

Exercice 12

Soit u un endormorphisme de 27+ el que w? =, Tru = 0et Tru? = 2n.
On définit: E(u) = {v e L(R?2""1) / wwow = vou}.
1) u est-il diagonalisable ?

2) Déterminer les valeurs propres de u et les dimensions des sous espaces propres associés.
Donner la matrice de = dans une base adaptée a sa diagonalisation.

3) Déterminer la dimension de € ().

4) Pour quelles valeurs de n a-t-on € (1) = R[u] ?

| Partie C : Mines-Télécom 2026

Exercice 1
On note B la matrice ne contenant que des 1 sauf sur la diagonale qui contient des 0.

1. Montrer que B est diagonalisable
2. Déterminer les éléments propres de 3

3. Montrer que B est inversible et déterminer B! a I'aide d'un polynéme anulateur de B de degré 2.
Exercice 2
Onposepourn =>2etA e M, ,(R), f: M+ tr(M)A —tr(A)M

1. Calculer f o f
2. [ est-elle diagonalisable ?

3. Donner la dimension de sous-espaces propres.

Exercice 3

A
Soit A € M ,(R) diagonalisable. Montrer que B = ( A A

) est également diagonalisable.

Exercice 4

Déterminer les éléments propres (valeurs propres et sous-espaces propres) de la matrice suivante :

(0 1 0\

1 0 | € Man(®)
La 1 (}J
Exercice 5

Soit . A = A, (IR) tel que A2 |+ A + F,, — 0.

1) Montrer que 7 est pair.

23 Calculer det(.A) et tr(.A).

2026-2027

Page @ sur @

Td : Réduction (Extraits Oraux)l




CPGE Ibn Ghazi
MP 5/2 (Rabat)

R
IBNGHAZI

puis

Prof. Mamouni
https ://myismail.net

Exercice 6
Soit f € £(RY) et B, la base canonique de R".

On consideére la matrice de f dans la base B, :

1) Montrer que f est diagonalisable.

2) Donner une base de Ker(f) et de Im( f).

3) Montrer que Im( f) est stable par f.

4)Onnote g = f|[m( 1) lendomorphisme induit par f sur Im( f). Donner la matrice de g dans une base choisie.
5) Déterminer le spectre de g.

6) Déterminer le spectre de f.

kExercice 7
Soit A € M, (R) telle que A3=A+1,

Montrer que det A > (.

Exercice 8
Soit n € N*. Déterminer toutes les matrices de M ,, (R) vérifiant MMTMMT™M = I,

Exercice 9

Soit A € M 5(Z) tel qu'il existe n & N™ tel que A™ = I,
1) Montrer que Tr(A) € {—2,—1,0,1, 2}.

2) Montrer que A12 — T5.

Exercice 10
Soit A € M,(R) tel que:

Vke[ln], tr(45)=0
1) Que dire de y 4 (A) et de tr( A) ? Montrer que 0 € sp(A).

2) Montrer que A est nilpotente.

Exercice 11

On pose la matrice suivante dans M 4(C)

(a ¢ d e\
0 afg

0048 |
0004

T:

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients a, f pour que la matrice T soit diagonalisable.

Exercice 12

Soit [Equation matricielle ;

YT
VS

1) Montrer que dans tous les cas, M est diagonalisable.

2) Trouver une solution & cette équation.
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| Partie D : Mines-Ponts 2026

Ex__ercice 1

Jl —
|
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1 [ s =
o s ,
; .
Exercice 2

1) Soit A € GL,(R), montrer quil existe P € R[X] tel que P(A) = 0et P(0) # (.

2)Soit A, B € GL,(R) et C, D € M, (R) telles que:

Montrer que C = D.
Exercice 3

Soit B lensemble des suites bornées sur CZ.

Soit T € £(B) tel que YU/ € CZ,

1) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de 1",

i~

Soit A € Sp(T’). Montrer que la suite (kcr T AId)") oy €St stationnaire pour n 2 1, clest-a-dire:
T

3) En déduire l'existence de Ay, ... , A, deux & deux distincts tels que :

VkeN', AtC=B'D

T(U) = T((tn)nz) = (Unst)ncz

2) Soit § un sous-espace vectoriel de dimension finie de C stable par ' (c'est-a-dire T(S) C 5). On note T tendomorphisme induit sur .

Vn>1, ker((T—A1d)") = ker(T— A1d)

S = @ ker(T - X;1d)

i=1

Exercice 4

Soent 4, M, N e N, R).
1. Monterque A4 t A A sot dgonaisbes
2. Monterque M et VY otlesmées valurs propre e our A vl propre nom e 3 Gimeneion d s s espaces prores associs A et identie,

3 Endédueue A ot A' A onlos mémes vl propes t e . MonteFeitnce e U ¢ 0, e WD

Exercice 5
Soit A € M,,(C). On suppose que son polynome minimal est 14 = (X — \)¥ou A € Cetk € {1,..,n}.

Déterminez tous les polynomes () € C[X] telle que ((A) soit diagonalisable.
Exercice 6
1) Ssek A B e M) fth, g
AB -PA = B
Morur gue B ot iboslote .
2) Sswedk A p € 6 (@)  Seet d e My e
AR - B = dA + =i

um'l ?,U,Q /q et > &?J_ s, R " ‘é@
< g M, sent  Ahmollenrrent Srsgomaliantla

APy

Teun  prope
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