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TD : Algebre Linéaire

Exercice 2 : Principe d’interpolation

Partie A : Polyn6émes

Exercice 1 : Déterminant de Van Der Monde vs. Polynomes

Soit n > 2 un entier. Soient ay, as,...,a, des nombres (réels ou complexes).

On pose V(aq,...,a,) = det ((m{fl)lgi’jgn). P(X)=V(at,...,an-1,X).

@ Justifier que V(ay,...,a,) =0, quand 31 < i # j <
On suppose dans la suite que Vi # j, on a a; # a;.

n tel que a; = a;.

(2) Justifier que P € K,,_1[X] et déterminer son coefficient dominant.

@ Calculer P(a;) pour 1 <i < n.

@ Trouver les racines de P. En déduire que P est scindé a racines simples.
@ En déduire la décomposition de P(X) en facteur irréductibles.
@ En déduire une relation reliant V(aq,...,a,

) et V(al, N ,an_l).

@ En déduire la formule V(aq,...,a,

En déduire une CNS pour que la matrice de Van Der Monde soit inversible.

Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796). Grand violo-
niste frangais, il ne commence a s’intéresser aux mathématiques qu’a ’age
de 35 ans. Sa carriere mathématique ne dure que deux ans (1771-1772)
et se résume a quatre résultats uniques

Soit n € N* et soient aq,...,a, des réels deux a deux distincts dans I = [a, b].
On consideére une fonction f € C™(I,R).

@ Le Polyn6me d’interpolation.
Montrer qu’il existe un unique polynéme P, € R,,_1[X] tel que :
Vk e {l,...,n}, Py(ag)= f(ag).

On dit que le polynéme P, interpole la fonction f aux points a1, ..., a,.

i Expliciter P, & l'aide des polynémes d’interpolation de Lagrange Ly (X).

@ L’Erreur d’interpolation.

n

=

On considere la fonction définie pour tout ¢ é I par:
g(t) = f(t) = Pa(t) — A- Q(t) 0wt A = L Lelx)

[a] Vérifier que g(x) = 0 et que g(ax) = 0, pour tout 1

Soit x € I'\ {a1,...,a,}. On pose Q(X

_ak

<k<n.

n

O [t

1z Indication : Pensez a utiliser le théoréme de Rolle itéré (ou succe851f)

n

EI En déduire qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que : f(z)—

Tl

Pour toute fonction h : I — R bornée, on pose ||hl|c = 5up|h( )]
[c] Justifier que ||f — Pyl €t || £ || sont bien définies.

. b—a)"
[a] Veritier ane |17 ~ Puflc < O o)

[e] Que peut-on conclure si f est de classe C> sur I vérifiant la condition :
IM > 0, tel que || £ < M.

Quel théoréme général a-t-on démontré ici dans ce cas particulier.
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Exercice 3 : Opérateur des différences finies

Exercice 4 : Opérateur des différences finies vs. Polyn6mes Factoriels.

Onpose: A: K[X]
P(X)

— K[X]
— P(X +1) - P(X)

@ Que vaut A(P) si P est un polyndme constant.
@ Montrer que A est linéaire. Déterminer ker A.

@ Montrer que deg AP = deg P — 1, pour tout polynéme P non constant.
Exprimer dans ce cas cd(A(P)) en fonction de deg(P) et cd(P).

@ Montrer que deg A¥(P) = deg P — k, pour tout P non constant tq. k < deg P.
Exprimer dans ce cas cd(A*(P)) en fonction de deg(P), k et cd(P).

@ Que deviennent ces formules pour k = deg P et k > deg P.

@ En réduire que A""11P =0 VP € K,[X].
On rappelle que : A" = Ao---0A et que A°(P) = P.
—_—

n fois

@ En déduire que l'application A, : K,[X] — K,_1[X] est bien définie, li-
P — AP
néaire, surjective et non injective et nilpotente d’indice n + 1.

En déduire que I'application A : K[X] — K[X] est surjective et non injective.
Est elle nilpotente.

(9 Montrer que pour tout P € K[X], et tout n € N, on a :

; (i) P(X + k).

A"P(X) =) (-1)"*
ww Indication : On pourra utiliser A =T —1Id ou T(P(X)) = P(X +1).

k=0
Soit P € K[X]. Démontrer que :
P(n) €Z, ¥n € Zsi et seulement (A*P)(0) € Z, pour tout k € N.

No(X) =1
XX —1)- (X —k+1)
k!

On pose

Ni(X)

1k—1
- _HH(X%), Vk € N*
T i=0

@ Démontrer que la famille (Ng)o<k<n est une base de R, [X].
@ Vérifier que A(Ny) = Ni_1, pour tout k > 1.

@ En déduire une formule générale pour A™(Ny), pour tout n € N.
Distinguer les cas n < k et n > k.

@ En déduire que lapplication A, : R,[X] — R,_1[X]
P — AP
est nilpotente d’indice n + 1..
(5) Montrer que pour tout P € R,[X], ona: P(X) = Z(AkP)(O)Nk(X).
k=0
Que représentent les (A¥P)(0) pour le polynéme P € R,,[X].

Exercice 5 : Polynomes de Tchebechev.

Onpose: Tp(X)=1letT1(X)=XetVneN, T,1o(X)=2XT,+1(X) - T,(X).
@ Montrer que Vn € N*, on a deg T, = n et ¢d(T),) = 2"~ 1.

@ En déduire que (Tp, T, ,Ty) est une base de R, [X].
@ Montrer que Vn € N* et ¢t € R on a T),(cost) = cos(nt).
(4) Déterminer toutes les racines de T}, dans [~1,1].

@ En déduire que T, est scindé a racines simples dans R.

@ Donner sa décomposition en facteurs irréductibles.
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Exercice 6 : Polynomes Orthogonaux

Exercice 7 : Polynémes Orthogonaux (suite)

|P01yn6mes de Legendrel :

1

= gy (X7 = 1)

Pour tout n € N, on pose : L, (X)

@ Justifier que L,, est un polynoéme de degré n. Calculer L, (1).

@ Déterminer son coefficient dominant ainsi que sa parité.
1
(3) Orthogonalité : On munit R[X] du produit scalaire : (P,Q) = / P(t)Q(t)dt
-1

[a] Montrer que pour tout P € R[X] tel que deg(P) < n, on a (L, P) = 0.

EI En déduire que pour tout (n,m) € N? avec n # m, (Ly, L,,,) = 0.
2

Mont Ln 2= LTHLR = .
ontrer que || L,|| ( ) m+1

| Polynémes d’Hermite | :

(n)
Pour tout n € N, on pose : Hy(z) = (—1)"e®” (e“”Q)

@ Montrer que pour tout n € N, H,, est un polynéme de degré n.
@ Déterminer son coefficient dominant et sa parité.
@ Montrer que pour tout n € N, H), (z) = 2nH,,—1(x) (pour n > 1).

@ Etablir la relation de récurrence d’ordre 2 :
VYneN, Hpii(z)=2xH,(x) —2nH,_1(z) (avec H_; =0)

(5) En déduire que H! (z) — 2zH!,(x) 4+ 2nH,(z) =0

@ Orthogonalité :

+oo
On munit R[X] du produit scalaire : (P, Q) = / P(t)Q(t)e_’52 dt

Montrer que pour tout n # m, (H,, Hy,) = 0.
Calculer |H,||? = (H,, H,).

|P01yn6mes de Tchebechevl :

On munit R[X] du produit scalaire : dz

_ (! P(@)Q(x)
<PaQ>_/;1 /71_‘%2
@ Montrer que pour tout n # m, (T),,T,,) = 0.

(@) Calculer la norme || T, |2 = (T, T;,).

Pafnouti Lvovitch Tchebychev (1821-1894) L’un des plus grands
mathématiciens russes, célebre pour ses contributions fondatrices en théo-
rie des nombres, en statistiques et en mécanique.

Une enfance marquée par le handicap : Né dans une famille de la petite
noblesse russe, il souffre dés ’enfance d’une claudication (boiterie) due a
une maladie ou une malformation

|Polyn6mes de Laguerre| : Pour tout n € N, on pose : L, (z) = "

@ Montrer que pour tout n € N, L,, est un polyndéme de degré n.

@ Déterminer son coefficient dominant ainsi que sa valeur en 0, L, (0).
@ Calculer Lo(x), Li(x) et La(z).

@ Démontrer que ¥n € N*,  (n+1)Lp41(z) = (2n+1—2)Ly(x) —nL,—1(x)
(#) = Ln-1(2).

(6) En déduire que : zL!(z) + (1 — x)L,,(z) + nL,(z) =0

n—1

(5) Etablir la relation : L, (z)

@ Orthogonalité
+oo
On munit R[X] du produit scalaire : (P, Q) = Pt)Q(t)e tdt
0

[a] Montrer que pour tous n,m € N avec n # m, (L, Ly,) = 0.
E’ Calculer la norme ||L,||? = (Ln, Ly,).
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Exercice 8 : Polynémes de Bernstein Partie B : EV & Applications Linéaires

Soit n € N*. Pour tout k € {0,1,...,n}, on définit le k-iéme polynoéme de Bernstein

, n .
de degré n par : By ,(X) = k Xk(l - X) b Exercice 9 : Distributivité des sev

. . , .
@ Montrer que (Bo.n, Bin, - - - Bun) forme une base de R,[X]. Soient F, G, H, K trois sous-espaces d’un espace vectoriel F.

(D Montrer que : FN (G + (FNH))=(FNG)+ (FNH).

- k
Calculer les sommes B (X)), — By n( et By n(
@ kz:;) kan(X) kz:%n h Z( > kan(X0- (@) Montrer que si FNG = HN K alors (F+ (GNH))N(F+ (GNK))=F.
; n k2 z(1—x) @ On suppose que F' + G = E. On suppose qu’il existe H un supplémentaire de
@ En déduire que, pour tout z € [0,1], on a : Z (m - n) Bin(x) = — F NG dans G. Montrer que : E = F & H.
k=0
Dans la suite, é, tout f € C([0,1],R), on associe & f le polynome : Exercice 10 : Union de sev
Z f ( ) Bi,n(X) Soit E un K-ev non nul. Soit (F;);cn famille de sev stricts de E, i.e. F; # E, Vi € [|1,n]]
On se propose de montrer par récurrence sur n = 2, que P, : E# Fy U---UF,.
@ Montrer que Ve > 0,3a > 0, tel que Ve(xvy) € [0,1]?, @ Montrer que si F; U Fy est un sev de E, alors Fy C Fy ou Fy C F}.
ona:l|r—yl <a=|f(zr)— fly) < .
| | 1#(=) )l 2 @ En déduire que Ps est vrai. On suppose dans la suite que P, _1 est vrai.
k
@ En déduire que Z flx)—f () ‘ Byn(x) < %, @ Montrer que P,, est vrai si on suppose F,, C Fy U---U F,_1.
n

kel
on suppose dans ce question que F, FLUu---UF,_
ot I = {k € [|0,n[], tel que (@ on supp q que F, ¢ Fy -

k
i < a}.

[a] Justifier I'existence de z € F,, \ (F1U---UF,_1) et dey € E\ F,.

k - |
-/ (”> ’ Bin(@) < Hfgna[; ! ’ E Mountrer que : VA € K, Az +y ¢ F,.
Montrer que : Vi < n — 1, il existe au plus un \; € K tel que \;z +y € F;.

(6) Montrer que Z f(x)

keJ
ou J = {k € [|0,n]|], tel que

k
- —x
n

> af. El Rappeler et justifier le lemme des tiroirs. En déduire une contradiction, puis
conclure.

En déduire que lim - B =0
@ aue 2 If n()lloo.po.1 @ Démontrer le résultat suivant : (Théoréme d’évitement des sev) :
Quel théoréeme du cours tres connu, a-t-on démontré ici. Si (F})1<icn famille de sev de E. Si U F; est aussi un sev de F,
i=1
alors 35 € [|1,n|], tel que F; C F}, pour tout 1 <i < n.
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Exercice 11 : Exemples de familles libres infinies

Exercice 14 : Noyaux et Images itérés (Classic Mines détaillé)

Sous réserve que ses éléments soient deux a deux distinctes, montrer que la famille
(fa)acr est libre dans (F(R,R)), quand : f,(z) = e**, fo(x) = cos(ax).

Exercice 12 : Résultats simples mais trées utiles

Soit E un R-espace vectoriel, et f, g deux endomorphismes de E. Montrer que :
Im(go f) C Img, ker f Ckergo f et que go f =0 < Im(f) C kerg.

Exercice 13 : Noyaux et Images itérés (Classic CNC-CCINP)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit f € L(E).

@ Etude des inclusions et de la stationnarité.

[a] Montrer que pour tout k € N : ker(f*) C ker(f**1) et Im(f**1) C Im(f*)

\El Justifier qu’il existe un plus petit entier p € N, appelé indice de stagna-
tion (ou indice de f), tel que : ker(fP) = ker(fPT1)

Montrer que p < n.
E Démontrer que pour tout k > p : ker(f*) = ker(f?) et Im(f*) = Im(fP)

@ Décomposition en somme directe.

[a] Montrer que ker(f?) NIm(f?) = {0g}.
El En déduire que : E = ker(fP) @ Im(fP)
@ Propriétés des restrictions.
On pose F' = ker(fP) et G = Im(fP).
[a] Montrer que F et G sont stables par f.
EI Montrer que fjp € L(F) est nilpotent d’indice p.
Montrer que fi¢ € £(G) est un automorphisme de G.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et soit f € L(E).

@ Etude des sauts de dimension des noyaux.
Pour tout k € N, on note di, = ug41 — up = dimker(f**1) — dim ker(f*).
[a] Soit k& € N. Montrer que l'application f induit un morphisme d’espaces
vectoriels : f : ker(f*+2) — ker(f*+1)
E’ Déterminer le noyau ker( f) ainsi que 'image Im( f)
En utilisant le théoréeme du rang appliqué a f , démontrer que pour tout
keN,ona:dgy <dg

@ Conséquences sur la suite des images itérées.

[a] Exprimer dim Im(f*) — dimIm(f**!) en fonction de dy.
EI En déduire que la suite (vi —vg11)k>0 est décroissante, ott vy, = dim Im(f*).
Montrer que si f? =0, fP~1 # 0, alors : dimker(f) > %

@ Interprétation géométrique.

Montrer pour tout £ > 1 que : up41—ugp < Up—Up—1 <= Upp1t+up—1 < 2uk

@ On suppose que pour tout k € {0,1,...,n}, on a dimker(f*) = k.
Montrer que f est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotence égal a n.

@ On suppose dans cette question que f est un endomorphisme nilpotent d’indice
de nilpotence égal a n.

[a] Justifier que pour tout k € {0,1,...
dim ker(f*+1) — dim ker(f*) # 0.

El En déduire que tout k € {0,1,...,n}, on a dimker(f*) > k.

Montrer par récurrence descendante sur k € {0,1,...,n}, on a
dim ker(f*) = k.

,n—1} on a

@ Conclure une caractérisation des endomorphismes nilpotent d’indice n.
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Exercice 15 : CNS pour que Im et Ker soient supplémentaires

Exercice 18 : Projecteurs (Qlq propriétés Classiques)

Soit E un K-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E.
@ Montrer que : Im(f) Nkerf = {0g} <= kerf = kerf2.
@ Montrer que : E = Im(f) + kerf <= Im(f) = Im(f?).

@ Donner une CNS sur f pour que : E = Im(f) @ kerf.

Exercice 16 : Exercices Application du Cours

Soit E un K-espace vectoriel et (f,g) € L(E)?

@ Montrer que : f(ker(go f)) = kerg N Im(f)
@ On suppose dans cette question que fogo f = fet go fog=g.
[a] Montrer que E = kerf @ Im(g).
[b] Montrer que f(Im(g)) = Im(/f).
@ On suppose que f2 =0, fog+ go f =idg. Montrer que ker(f) = Im(f).

@ Réciproquement, on suppose que ker(f) = Im(f), et soit F' un supplémentaire de
ker(f). Montrer que :

[a] f2=0et queVa € E,3(y,2) € F? |z =y + f(2).
\El Tl existe g € L(E) tel que fog+go f =idg.

Soit F un K-ev et p, g deux projecteurs de E.

@ On suppose que kerp = kerg. Soit A € K\ {0,1}.
Mountrer que Ap + (1 — A)g est un projecteur, donner son noyau et image.

@ Montrer que : po g =¢q <= Im(q) C Im(p).

@ Montrer que : p + g est un projecteur <= poqg=0,gop=0,
et que dans ce cas : Im(p) NIm(q) = {0g}, ker(p + ¢) = kerp N kerg

@ Soit f,g € L(FE) tels que f o g = idg. Montrer que g o f est une projecteur et
que : Im(g o f) = Im(g) et ker(g o f) = ker(f).

Exercice 19 : Lemme de Schur (Classic CNC-CCINP)

Exercice 17 : Commutant de projecteurs

Soit £ un K-ev et p un projecteur de E.
@ Montrer que rg(p) = Tr(p).

@) Soit u € L(E).

Montrer que uop = po u < kerp et Im sont stables par u.

@ Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € L(E) tel que : (x, f(x)) est liée Vz € E.
[a] Montrer que Vz € E\ {0g}, 3\, € K tel que f(z) = A, - 2.
E’ Montrer que V(z,y) € (E\ {0g})% ona: Az = A,.

= Indication : On pourra étudier les cas : {z,y} libre et {z,y} liée.
En déduire que f est une homothétie de F, i.e : f = Mdg.

@ On suppose dans la suite que F est de dimension finie, et que dim F > 2.
On pose Z (GL(E)) = {f € GL(E) | fog =go f, ¥g € GL(E)}.
@ On suppose que 3f € GL(FE) tq. f n’est pas une homothétie.
[a] Justifier I'existence de x € E tel que (xo, f(zo)) est libre.
EI En déduire l'existence d’une base de E contentant (xo, f(zo).
En déduire I'existence d’'un sev G tq. E = F & G, ou F = K.xg.
El Trouver une contradiction en considérant g = sp) g
[e] En déduire que Z (GL(E)) = {f = A1dg tel que X # 0}.
En déduire que Z (L(E)) = {f = A\1dg tel que A € K}.
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Exercice 20 : Applications Directes de la formule du rang

Soient E, F' deux R-espaces vectoriels de dimensions finies
@ soit u,v : E — F linéaires.
[a] Montrer que Im(u + v) C Im(u) 4 Im(v).

E’ En déduire que rg(u + v) < rg(u) + rg(v).
Montrer que Im(u) NIm(v) = {0g} = ker(u + v) = keru N kerv.

[e] En déduire que |rg(u) —rg(v)| < rg(u +v).
Discuter les cas d’égalité.

@ Soient u,v : E — F' linéaires telles que : Im(u) + Im(v) = keru + kerv = E.
Montrer que les deux sommes sont directes.

@ Soit f,g € L(E) telsque: fog=0, f+g€GL(E).
Montrer que rg(f) + rg(g) = dim E.

@ Soit f € L(E) telle que f3 = 0.

[a] Montrer que rg(f) + rg(f?) < dim(E).
El Montrer que 2rg(f?) < rg(f).
== Indication : On pourra appliquer le théoreme du rang a fiim(y)-
@ Soit f,g € L(F). Etablir que :

[a] dimker(f o g) < dimker(f) + dimker(g).

== Indication : On pourra appliquer le théoreme du rang a fi1m(g)-

[b] dim(Im(f) Nker(g)) = rg(f) — ra(g o ).

= Indication : On pourra appliquer le théoreme du rang a gy (y)-
rg(f) +1g(g) — dim E < rg(f o g) < min(rg(f),r8(9))-

@ Montrer qu’il y a égalité ssi Im(u) N Im(v) = {Op} et ker(u) + ker(v) = E.

| Partie C : Matrices

Exercice 21 : Matrice de Van Der Monde

Jj—1

Soit (a;)1<n famille de nombres réels. On pose A = (al

)1sm‘gn
@ Dire pourquoi A est non inversible si 3¢ # j tel que a; = a;.

@ On suppose dans suite les a; deux a deux distincts.
T
Soit X = | : | € R” tel que AX =0.
In
[a] Montrer que AX =0 < P(a;) =0, pour tout 1 < i < n,
ou P(X) € R,,_1[X] & déterminer.
EI En déduire que P = 0, puis que X = 0, puis que A est inversible.

Exercice 22 : Matrice de Lehmer

1
1

SOlt A= <(Z—|_j_1)'

> e M,(R) et X = € R”™ tel que AX = 0.
1<i,j<n .

On pose P(t) = Z

k=1

Tk

mtk—l et f(t) =t"P(t).

@ Calculer f®)(1), pour tout p € [1,n].
(2) En déduire que P?)(1), pour tout p € [1,7].

@ En déduire que P = 0, puis que X = 0, puis que A est inversible.

Page @ sur

Td : Algeébre Linéaire




CPGE Ibn Ghazi
MP 5/2 (Rabat)

<]

Prof. Mamouni
https ://myismail.net

@ Formule d’inversion de Mobius
Soit (z;)ogi<n €t (¥i)ogicn deux familles de nombres réels vérifiant la formule

K2 .
(j,)xj, pour tout ¢ € [0, n].
i

>
Jj=0 .
>0y

Jj=0

suivante : y;

Montrer alors que : x; (?)yj, pour tout i € [0, n].
i

@ Application : Soient p,n € N*. On note S(p,n) le nombre d’applications surjec-
tives de [1,p] vers [1,n].

[a] Que vaut S(p,n) si p < n? Que vaut S(n,n)?

n

El Montrer que : n? = Z <Z) S(p, k), puis que S(p,n) = Z(fl)nik <Z> W
k=

k=0 0

IBNGHAZI
Exercice 23 : Matrices vs. Dénombrement (Classic Oral Mines Telecom) Exercice 24 : Matrices vs. Dénombrement (Classic Oral Mines Telecom)
<O> 1 n Soit n € N*.
0 (1) 2 1 On appelle dérangement toute permutation ¢ € &,, sans aucun point fixe, i.e :
0 o(i) # i, pour tout € [1,n].
@ Montrer que la matrice A = 1 1 € Mu41(R)
: = On note D,, le nombre de dérangements de &,,, avec la convention Dy = 1..
0 o (" "
n @ Justifier que : n! = Z (Z) D,
0 1 -
(—1)0-0 (—1)1-0 (—1)"0 n k=0
0 0 0 n k
1 n 4 3 | (_1)
0 (_1)171 (_1)n71 @ En déduire que : D,, = nz A
est inversible et que A~! = 1 1 k=0
: @ Application : Lemme des chapeaux.
0 0 (=1 <n> Lors d’une soirée Prépas, n éléves laissent leur chapeau a la rentrée.
n En sortant, la lumiere était éteinte, chaque éléve reprend un chapeau totalement
= Indication On  pourra  considérer  l’application  linéaire au hasard. e s
¢ R, [X] — R, [X] g?tnote' Pn lal.probablhte qu’au aucun une éléve ne reprend son propre chapeau
P(X) s P(X + 1) éterminer lim pp.

Exercice 25 : Matrice de rang 1 (Classic CCINP)

@ Soit X,Y € M, 1(R) non nulles.
[a] Calculer les coefficients de X.Y7
EI En déduire que rgX.Y7 = 1.
(@) Inversement, soit A € M,,(R) tel que rgA = 1.

[a] Montrer que 3X,Y € M,, 1(R) non nulles telles que A = X Y.
EI Vérifier que A% = (TrA).A.
En déduire que A* = (TrA)¥—1. A, pour tout k € N*
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Exercice 26 : Matrice de rang 1 (Classic CCINP)

Soit A € M, (R) tel que rgA = 1. | Partie D : Déterminants
Tr(A) 0 0
. i C2 0 ... 0 Exercice 28 : Déterminant de Van Der Monde vs. Polynémes
@ Montrer que A est semblable & une matrice de la forme .
. O 0 Soit n > 2 un entier. Soient a1, as, ..., a, des nombres (réels ou complexes).

On pose V(ay,...,a,) = det ((m{fl)lgi,jgn). P(X)=V(a1,...,an-1,X).
@ On suppose que Tr(A) # 0. A Paide d’un changement de base, montrer que A est
Tr(A) 0 ... 0 @ Justifier que V(a1,...,a,) =0, quand 31 < i # j < n tel que a; = a;.
0 0 ... 0 On suppose dans la suite que Vi # j, on a a; # a;.
semblable & une matrice de la forme
: R (@) Justifier que P € K,,_1[X] et déterminer son coefficient dominant.
0 0 ... 0
@ Calculer P(a;) pour 1 < i < n. En déduire que P est scindé a racines simples.
@ On suppose que Tr(A) = 0. Justifier qu’on peut supposer par exemple, co # 0.

00 ... 0 @ En déduire la décomposition de P(X) en facteur irréductibles.
) 10 ...0 o o
A En déduire que A est semblable & une matrice de la forme | . . . @ En déduire une relation reliant V' (a1, ...,a,) et V(ay,...,an—1).
00 ... 0 @ En déduire la formule V(ay,...,a,) = H (a; —a;).
1<i<j<n

Exercice 27 : Matrice de permutation Exercice 29 : Déterminant tridiagonale (Classic CCINP)

Soit n € N*, pour tout o € &,,, on pose P, = (51-70(]»))190,81.

a b o ... 0

@ Montrer que P,.P, = Pyoy. ¢ :
. 3 ez _ )

@ Calculer Pq. En déduire que P, est inversible et que (Pg)f1 =P, .. Soit (a,b,¢) € R” fixé. On pose A, =g ", 0

@ En déduire que 6,(R) = {P, | 0 € &,,} est un sous-groupe de (GL,(R), x). O B 0 b

c a

(© Montrer que pour toute P, € &,,(R), on a det (P,) = +1.
@ Montrer que A,, = al,,_1 — bcA,_>.

(5) Montrer qu'en général, on a : det (P,) = £ (P,), pour toute P, € &,(R). @) Fn Déduire A q 2cos(6).b )
n Déduire A,,, quand a = 2cos(0),b =c = 1.

iz Indication : On pourra considérer d’abord le cas o = (i j).
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Exercice 30 : Déterminant de Cauchy vs. Fractions Rationnelles (CINC) Exercice 31 : Déterminant de Hilbert vs. Matrice de Gram (CNC)
= Soit n € N*, tel que n > 2. On considere deux familles de réels deux a deux dis- ) . L ) . 1
tinets (2:)1<icn €t (4;)1<i<n tels que pour tous i, € [1,n], on a : ; +y; # 0, Soit n € N*. On consideére la matrice de Hilbert H,, = Tio1 o e M, (R).
et les (). hI=
1 ) n—1 (k")Q
= On pose Cn:C(xh...,mn;yh...,yn):det( ) @ Justifier que : det(Hy) = H (n+ k)"
T + Yi/ 1< j<n k=0
1
n n—1
P(X i i i =
= On pose F(X) = QEX§7 ol Q(X) = H(X +yy) et P(X) = H(X — ). (2 On munit R[X] du produit scalaire (P, Q) /0 P(t)Q(¢t)dt.
j=1 i=1 Calculer det (Gram(1, X,--- X"71)),

) o ol Gram(l,X,~~~X”*1):((Xi,Xj>)0<. 1
@ Justifier que F (X ) est une fraction rationnelle qui s’écrit sous la forme SHISnT

X ;ou A € R. Exercice 32 : Déterminant Toeplitz

@ Donner la valeur de A, . Soit (a,b,c) € R3. Pour tout x € R, on pose :

a b ... b a+x b+x ... btz
@ On note (Ch,n,- -+ ,Chp) les lignes de C,, = C(x1, ..., Zn; Y1,-- -, Yn)- c et :
D(a,b,c) = D(z) =
: S b : o b4
(@] Justifier que det(Cyn,-+,Cr1n, »_ AiCiin) = An-Chn. L. cir . etw ata
- . A Daide d’opérations élémentaires sur lignes et-ou colonnes, justifier I'existence
(5] Vet st e e Chs -~ Co-1 3°ACha) = Pl o O o R e o 1 |
ot Cpoy =C(Z1,. ., Tn13Y1,. .. ,yn—1)-_ Il est utile de remarquer pour la suite que 8 = D(a,b, ¢).
n—1 n—1 @ On suppose que b # c.
—
1;[1 31_[1 [a] Calculer D(—b) et D(—c).
@ Etablir la relation de récurrence : C,, = C,,_y — — c(a—b)" — b(a— )"
H Zn +1;) H i + ) E’ En déduire que : D(a,b,c) = p—
Jj=1 i=1

@ On suppose que b = ¢, montrer que : D(a,b,b) = (a — b)™ + nb(a — b)"~!
@ En V'expression explicite de C(x1,...,Zn; Y1, -, Yn)-

1w Indication : On pourra utiliser ¢ = b = lin%)(b + ), ainsi que la continuité
E—
de lapplication A — det(A).
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